REGRESSZIOANALIZIS

Linearis regresszio
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Jelolések

’

becsiilt regresszios gorbe: ¥(x) S

¢ \Y(x) _ elmileld

regresszios gorbe

y;, mért értek
Y; becsiilt érték
Y; elméleti értek
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A regresszidanalizis feladatal

a fliggvénykapcsolat (Y(X) elméleti regresszids fliggvény)
parametereinek becslese,

a fuggvény alkalmassaganak vizsgalata,

a paraméterekre vonatkozo hipotézisek vizsgalata
(pl. atmegy-e az elméleti regresszids egyenes az origon,
Ill. meredeksége szignifikansan kiilonbozik-e zérustol),

konfidencia-intervallum ill. konfidencia-sav szamitdsa a
fliggvény paramétereire ¢és az Y(x) tapasztalati vagy
empirikus regresszids gorbére (a becsiilt fliggvényre).
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Modell

Valamely (pl. fizikai) torvényszertiség értelmében az X fiiggetlen
valtozé bizonyos értékénél a fiiggd valtozo értéke Y = ¢ (X).

A méresi pontatlansagok vagy a fliggvénykapcsolatban nem szereplo,
de a jelenséget befolyasold tényezok miatt Y helyett y értéket mériink,
melyre ha az ingadozasok veletlenszertiek €s kis hatasuak:

E(y | X) =Y, vagy

y=Y+¢g& ¢és E(¢)=0 Var(g) = o
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A regresszioanalizis feltételei

Y(X) = f(X;e,f,7,...) az ismert vagy feltételezett
fliggvénykapcsolat alakja, ahol «, S, ¥ a fiiggvény
konstansal (paraméterei)

y az x minden értékénél normalis eloszlasu, vagyis
az & mérési hibak N(0,0?) normalis eloszlastuak

Var(y) = konstans, illetve y-nak vagy x-nek ismert
fliggvénye;

a kiilonb6z6 1 mérési pontokban elkdvetett mérési
hibak egymastol fliggetlenek

X (fliggetlen valtozo) hibamentes
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Egyvaltozos linearis regresszio

ismetlés nélkiili méresek esetén,
o, konstans
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A fiiggvénykapcsolat (Y(X) elméleti regresszios fiiggvény) alakja

Elm¢let1 fliiggvény: Y. =a+ ,B(xi — )‘() o'=a— X
Becsiilt fliggveény: YAi =+ ,é(xi — )_() a'=é - B
YAi :a+b(xi—>_<) a'=a—bx

Egyenes meredeksége: b
Egyenes tengelymetszete: o’
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A fiiggvénykapcsolat (Y(X) elméleti regresszios fiiggvény)
paramétereinek becslése

A becslési kriterium a legkisebb negyzetek modszere elv alapjan:

¢=Z(yi ~,) = min.
b= Z:[yi —é-B(x —>‘<)]2 = min.
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A normalegyenletek:

jﬁ Zz[y. /§(Xi—>_<):=0

ZZ 25, y~a-hlx %) [x—%)-0
Atrendezve:

> y,=na + B (%-X) —

Syl Rrasl Dozl 5

Az & és [ becslések egymastol fiiggetlenek!
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a=a= . =Yy
ﬁEb:yyi(Xl __X
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a'=a'=d - pX




1. példa
Kiserletileg vizsgaltdk a koncentracio (X, fliggetlen valtozo)

¢s az abszorbancia (y, fiiggd valtozo) kozotti Osszefiiggést.
X értéke pontosan beallithato,
y értéke az Y valodi érték koriil ingadozik.

sorrend X y
9 0,102 4,141
1 0,200 6,715
5 0,311 9,202
2 0,398 11,526
7 0,508 14,775
4 0,603 17,642
8 0,715 20,554
3 0,804 23,363
6 0,920 26,000
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1. példara: az egyenes paramétereinek becslése

sorrend X y XiI-xatlag | (xi-xatlag)"2 | yi(Xi-xatlag)
9 0,102, 4,141 -0,405 0,164 -1,676
1 0,200 6,715 -0,307 0,094 -2,060
5 0,311 9,202 -0,196 0,038 -1,802
2 0,398 11,526 -0,109 0,012 -1,254
I 0,508| 14,775 0,001 0,000 0,018
4 0,603 17,642 0,096 0,009 1,698
8 0,715/ 20,554 0,208 0,043 4,280
3 0,804| 23,363 0,297 0,088 6,944
6 0,920| 26,000 0,413 0,171 10,744
szumma | 4,561(133,918 0,620 16,892
atlag 0,5068| 14,880
&Eazznyl =y ﬂEb:zy'(Xl _);) a'=a'=a—bx
> (x, %)
a= 133918 _ 14,880 b = L6892 _ 27,252 @’ = 14,880
9 0,620 —27,252 % 0,5068 = 1,069



Graphs > Scatterplots
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16 |
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Scatterplot of y against x
y=1,069+27,2521*x

o N b~ O o

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
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Yi=05+,B(Xi—)_() A ZY. -

o= =
Y. =+ Bx — %) A becslések tulajdonsagai o
5= Y, (Xi _X)
Z(Xi_i)z
n - 1 1 -
E(Ol)E E[ Znyl j = FZ E(yi ): FZ E(O( +/8(Xi o X) + & ):
1 — 1 - ,
= FZ(& + (X —X) + E(gi )):F na+ B (X —X)): o torzitatlan
Var(&):Var 2| & Var(3y.) = L ownrg? 0—5 konzisztens
n n? " n? Y 'n
Hasonloan levezetheto:
2
~ o
3| = torzitatl Var(f) = Y konzisztens
E(ﬂ) Y; orzitatlan (B) Z(Xi —X)z
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Rezidualis szorasnégyzet

hiba = a mért érték €s az elmeéleti érték kiillonbsége

reziduum = a mért érték és a becsiilt érték kiilonbsége

N2
52 _ 2 (i — %)
y T n—2
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1. példara:

- rezidualis szorasnégyzet szamitasa
- az egyenes paramétereinek bizonytalansaganak szamitasa

reziduum reziduum”2
sorrend | X y y becsiilt | (y-y becsiilt) | (y-y becsiilt)"2
9 0,102| 4,141 3,849 0,292 0,085
1 0,200| 6,715 6,519 0,196 0,038
5 0,311 9,202 9,544 -0,342 0,117
2 0,398(11,526 11,915 -0,389 0,152
7 0,508(14,775 14,913 -0,138 0,019
4 0,603|17,642 17,502 0,140 0,020
8 0,715|20,554 20,554 0,000 0,000
3 0,804(23,363 22,980 0,383 0,147
6 0,920|26,000 26,141 -0,141 0,020
szumma: SSerror = 0,598
SSI(n-2)=|  MSemor = 0,0854
2
o Xilyi— ?i)z 0,598 s2 = st _ 00854 0,0095
SE = — =9_2=O,0854 9
" ] 2 0,0854
Sb

Ty (q—%2 0,620

= 0,1377



Konfidencia-intervallum
az elméleti regresszios egyenes meredekségeére

Altalanosan:

1. példa adataival:

P(27,252-2,365-0,371< f3 < 27,252 +2,365-0,371)= 0,95

P(26,374 < 3 < 28,130)=0,95
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Konfidencia-intervallum
az elméleti regresszios egyenes tengelymetszetére 1.

Tengelymetszet: az x=0 pontban vett fiiggvényérték

a' =a =7(x=0)

Altaldnosan:

ey
1

P(a ~t,/,S; <a'< a'+ta,zs&.)= 1-a
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Az elméleti regresszios egyenes
egy pontjanak bizonytalansaga

N

ElY

X): E[&+,é(x—>_<)J:a+,B(x—>_<):Yx

Var(\ij = Var(&)+ (x - i)ZVar( ﬂA) =0y

Kisérletbol becsiilve:

s2 =s2+(x—XPs2 =5
B

—+

1 (x—>_<

)

n Z(Xi _

Linearis regresszio
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Konfidencia-intervallum
az elméleti regresszios egyenes tengelymetszetére 2.

1. példa adataival:

52 =s? = (O_)_()z

Yx=0 n - (xi - )?)2

= 0,0854{

1 (0-o5068F | 0,049
9 0,620

P(1,069 —2,365-0,212 < \?(X =0) <1,069 + 2,365-0,212) =0,95

P(O,568 <Y(x=0)< 1,570) 0,95
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Hipotézisvizsgalat
az elméleti regresszios egyenes meredekségeére

Vizsgalja meg 5%-0s szignifikanciaszinten, hogy az elméleti egyenes
meredeksege 27-e!

Hg: B =27 Ho: B # 27
B~ E[ﬂp"o _
to = _ 21,252 -27 0,679
S 0,371

to = t0’025 = 2,365

Dontés?
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Hipotézisvizsgalat
az elméleti regresszios egyenes tengelymetszetére

Vizsgalja meg 5%-0s szignifikanciaszinten, hogy az elméleti egyenes
tengelymetszete nulla-e!

Hop:a'=0 Hp:a'#0

&'—E[&']Ho 11,0690

= 5,04
55 0,212

ty =

to = t0’025 = 2,365

Dontés?
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Statistics > Multiple Regression

A linearis regresszio eredmeénytablazata
a STATISTICA programban — 1.

05%-0s konfidencia-intervallumok

\

Parameter Estimates (Linreg_orai_pelda in Workbook2) \
Sigma-restricted parameterization

D

— I
y y y y -95,00% | +95,00%
Effect Param., Std.Err t p Cnf.Lmt Cnf.L
Intercept 1,06901] 0,21186: 50457 0,001487 0,5680< 1,5699¢
27 2521: 0,3713\31 73,4095( ~.0,00000(, 26,3743(] 28,1299¢
s probastatisztikak (t,)

Linearis regresszio

ertekei

. = th =
Hoia'=0 —— b=

Hop: =0 —— o=

a'—0

(04
B -
Sﬂ
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Konfidencia-intervallum
az elméleti regresszios egyenes egy pontjanak (varhato) értékeére

Milyen intervallumban talalhaté 95%-0s valoszintiséggel az elméleti
fliggvényérték az x=0,3 helyen?

Azaz adjunk 95%-o0s konfidencia-intervallumot az analitikai jel (y)
varhato értékére az x=0,3 helyen!

32 — Sr2 i + (0’3_ X _ 0,0854|:i + (0,3—0,5068>2

Yx=0,3 n Z(Xi _xF 9 0,620
|

} =0,0154

P(9,245 _2.365-0124 <Y (x = 0,3) < 9,245+ 2,365 0,124) = 0,95

P(8,952 <Y (x=0,3) < 9,538) - 0,95
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Konfidencia-sav

Kiszamitjuk kiilonboz6 X értékeknél az elméleti fiiggvényértek
konfidencia-intervallumat, s az igy kapott pontokat 6sszekotjiik.

Ez az a sav, amin beliil az elméleti egyenes l-a valdszinliséggel
megtalalhato.

- (x—x)

Y Z(X _X)z
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Mitol fugg a konfidencia-sav szélessége?

la

P(Y oSy <Y <Y +ta/zs§j =l-«

Var(\ij =0} - (X — )_()2

o %(Xi —>_<)2_

» mérések szamatol (n)
» mérési hibatol (o,%): milyen precizen mériink
> X; értékek elhelyezkedése

» milyen x értéknél kérdezziik

Linearis regresszio
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28

26 |
24 +
22
20
18 +
16
14
12 +
10 +

Konfidencia-sav

Scatterplot of y against x
Linreg_orai_pelda in Linreg_orai_pelda 11v*10c

y = 1,069+27,2521*x; 0,95 Conf.Int.

egy masik adatsorra

Scatterplot (regrl 3v*6c)

y=0.052+32.0165*x; 0.95 Conf.Int.

pl\) N (o2 BN e ]

0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8
X 4t
1. példa adataira
>3
2 L
1 F
0
-0.02




Joslasi intervallum, joslasi sav

A joslasi Intervallum megmutatja hogy hol helyezkedik el egy
tjonnan mérendd y* érték adott valdszinliséggel.

oY

P(Y _ta/ZSy*—YA < y* SYA -I-ta/zsy*_YAj =1-«o
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Szamoljuk Ki az 1. példara a joslasi sav szélességét az x=0,3 helyen!

_|__

0.3- x)2

(Xl X)z

= 0,0854{1+ —

1 (03-05068f } o1
0,620

P(9,245— 2,365-0,3175 < y}_g 3 < 9,245+ 2,365, o,3175j _ 095

P(8,494 < Yx—03 < 9,996) =0,95

Linearis regresszio
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Gyakorlo feladatok az 1. példahoz

1. Alatamasztjak-e a mérési adatok 5%-0s szignifikancia-szinten,
hogy a 0,3-es koncentracional az abszorbancia (varhato értéke)
legfeljebb 9,57

2. A kalibracids egyenes felvétele utan a 0,3-es koncentracional
egy 0 meérest végeztek, S az abszorbanciara 8,8 adddott.
Lehetséges ez? A vizsgalatot 5%-0s szignifikanciaszinten

vegezze!
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Determinacios egyiitthato (R?)

Megadja, hogy az ingadozas hanyadrészet magyarazza a
valasztott modell.

modell illeszkedési hiba (reziduum)

/
S -y iZ(yi—Y?

Z(ﬁ_ ) Z(yi Rl > (v -Y,f

teljes n—p g2
R2, =1- =1--—L
! Z(Yi - y)z Sy

n-1
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Determinacios egyutthato

“Regression’’

N SSR SST - SS

E SSE
1

SST SST

R* adj=1-

~TossT

SSE/(n—2)

SST/(n-1)
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<l

10 -

teljes
. (Yi _YA)
Tt
.
Y R°=0.745
0 2 4 6 8 l(;
X

Linearis regresszio

a teljes valtozas nem
magyarazott része

) az egyenes magyarazta
¢Sz
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'<>\>
O

Linearis regresszio

|
10

a teljes valtozas nem
magyarazott része

az egyenes magyarazta
resz
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A regresszio felteteleinek ellenorzése:
a reziduumok vizsgalata,

reziduumabrak

Linearis regresszio
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1. p¢lda adataival
késziilt abra

1. Var(y) = Var(¢) konstans ellenorzése

Predicted vs. Residual Values \/ feltétel tGIJGSUI

Dependent variable: y
0,5 .

0,4+t o
0,3+ 0]

0,2t O

o
O]

Rayfv Residuals

_0,1 L
-0’2 L

_0’3 L

0 5 10 20 25 30
Predicted Values
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1. Var(y) = Var(¢) konstans ellenorzése

masik adatsorra
készilt abra

feltétel NEM teljesiil

A

becsiilt fiiggvényérték @

Linearis regresszio



1. p¢lda adataival
késziilt abra

2. A linearis fiiggvény adekvat-e

(az illesztett fiiggvény megfeleloen irja-e le a valtozast)

Predicted vs. Residual Values

Dependentariablery v feltétel teljesiil

0,5

0,4+t o
0,3+ 0]

0,2 | O

o
O]

Rayfv Residuals

_0,1 L
-0’2 L

_0’3 L

0 5 10 20 25 30
Predicted Values
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masik adatsorra
készilt abra

2. A linearis fiiggvény adekvat-e
(az illesztett modell megfelel6-e) feltétel NEM teljesiil

&)
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1. p¢lda adataival
késziilt abra

3. mérési hibak fiiggetlenek-e egymastol

sorrend vs. y, Resids v feltétel telJeSUI

0,5
0,4t
0,3+ @)
0,2t 'e)

01t

0,1}
0,2t
0,3+t

0,4 t O

-0,5
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masik adatsorra
készilt abra

3. mérési hibak fiiggetlenek-e egymastol
feltétel NEM teljesiil

= _<)

1|
21
extrém, kiugro erték
=3 Pttt A LA A AL A LA e A AR A A A A A A A A A A S R A A A M A A A L L e
0 5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 40

A mérés sorszéD
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3. mérési hibak fiiggetlenek-e egymastol

masik adatsorra
készilt abra

feltétel NEM teljesiil

0 5 10 15 20 25 30 35 40

A mérés sorszama
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masik adatsorra
készilt abra

3. mérési hibak fiiggetlenek-e egymastol

feltétel NEM teljesiil

<
IO

0 5 10 15 20 25 30 35 40
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4. meéreési hibak normalis eloszlasuak-e

Gauss-halo vagy

Expected Normal Value

3,0 : : : : : : : : :
05 04 03 02 01 _00 01 02 03 04 05

3,0

25 ¢t
20t
15¢}
10
05}
0,0}
0,5}
1,0 F
15}
2,0}

25}

1. p¢lda adataival
késziilt abra

Pepertdent variable: y

aw Residuals v feltétel telj esul

1,99

,01
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masik adatsorra
készilt abra

4. meéreési hibak normalis eloszlasuak-e

feltétel NEM teljesiil

o

elméleti
eloszlas

Expected Normal Value

-2 -1 0 1 2 3 4 5
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A mérések sorrendjének hatasa

€¢1.0 €t 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
ido ido
12 ¢
Yy 10
Y ol .
8 Q
6 6
4 4
2 2
0 0
X X
0.7
0.7
g 03 % 0.3
> ©
—‘—‘—‘—r‘—‘—‘—‘—H S 01
E 0.1 ‘ GN)
0] 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
mérési sorrend mérési sorrend
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Kézenfekvo lenne, hogy X novekvd .,
sorrendjében mériink o8
”
ekkor y az x hatasa + a mérési > i

s I ] .:'I'_T: X4 X5 X5 X7 .:'I': b=l .1'1,:,

ingadozas + az 1d0 hatasa (sorrend):
az illesztett fiiggvény az X és az id6 0
hatasanak 0sszegét becsiili

G
Ll
z
0

Ha a reziduumokat a mérések x
sorszama fliggvényében abrazoljuk, 07

nem latunk rendszerességet, mert a Ay L Agaaa
-0.1 n

két hatas 0sszegét leird egyenes 05
kortl veletlenszerti az ingadozas.

1] 2 4 B (= 10 12

tmerési sarrend

Vagyis nem szerziink tudomast arrél, hogy az y x-t6l vald fiiggésébe
egy zavaro tényezO (az id6) hatasat Is belemértiik és beleszamoltuk:
hamis az 6sszefiiggés.
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“r 1.0

Ha véletlenszerii sorrendben meérink, 0z

0.6

az egyre nagyobb x értékekhez nem ..

0.2

tartozik egyre hosszabb eltelt 1do. 00

Fo X1 N3 Mlafs s Az oxy Ao A

Itt is a két hatas 6sszegét mérjiik, de a  » 1o
két hatds nem mutat egy iranyba, az

:
1d6 jaruleka nem né monoton modon :

az X ertekevel. Az 1dObeliség egyreszt 0

eltorzitja az 0Osszefiiggést (nagyjabol - ;
parhuzamosan folfel¢ tolja el az 0

egyenest), masrészt nagyobb szorédast .o MM
okoz. : 02 4 8 8 10 12

mérési sorrend

Ha a mérések sorszama fliggvényében abrazoljuk a reziduumokat,
azok rendszerességet mutatnak, mert az y-nak az idotol vald
fliggésérol az illesztett egyenes nem ad szamot, azt az egyenestol
valo eltéréskeént eszleljiik.
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