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1. fejezetFlowsheeting és összetettfolyamatok számítása1.1. FlowsheetingA te
hnológiai folyamatábra (�owsheet, ejtsd: "�ósít") hiányzó adatainak meghatározását"�owsheeting"-nek (ejtsd: "�ósíting"-nek) is nevezzük, mert ez az angol kifejezésterjedt el az egész világon. Ez els®sorban a m¶veleti egységekb®l ösz-szekap
soltfolyamat állandósult állapotának, részletes anyag- és energiamérlegénekmeghatározásátjelenti, matematikai értelemben pedig egy (általában nagyméret¶ és nemlineáris)egyenletrendszer megoldása a feladat. Ezen kívül azonban ide tartozhat az egyesm¶veleti egységek hiányzó f®bb m¶veleti, te
hnológiai paramétereinek meghatározásais.A �owsheet-számításra f®leg az alábbi két esetben lehet szükség:1. Egy m¶köd® üzem hiányzó, nem mért adatait szeretnénk be
sülni, illetvematematikai modellt szeretnénk illeszteni az üzemhez, amivel majd az üzemi paraméterekváltozásának hatását szeretnénk el®re kiszámítani.2. Tervezésekor az egyes egységek bemenete ismeretlen, mert bonyolult kap
solásirendben más egységekb®l érkezik. Értékére tervezéskor be
slést adunk, majd afolyamat megtervezése után ellen®rizzük e be
slések helyességét, illetve az egyesegységek paramétereinek és áramainak értékét egymással összhangba hozzuk.A megoldás módszereit egy (nagyon egyszer¶) mintapélda alapján mutatjukbe, melynek egyszer¶sített folyamatábrája látható az 1.1. ábrán. A folyamategy áram-egyesít®b®l azaz kever®b®l (E), egy reaktorból (R) és egy egyensúlyi g®z-folyadék szétválasztó egységb®l (S) áll. A reaktorban valamilyen, A-val jelzettanyagot B -vé alakítunk át az
A

ζ−→ 2Begyenlet szerint, ahol ζ az A-ra vonatkozó konverziófokot jelöli. A tápáram tiszta
A. A reaktor kimenetén, vagyis a (3) áramban mindkét komponens megtalálható.5



1.1. Flowsheeting 6PSfrag repla
ements
(1) (2) (3)

(4)
(5)E R S1.1. ábra. Egyszer¶sített mintafolyamatAz (S) egységben választjuk el a terméket a nyersanyagtól. Esetünkben a nyers-anyag illékonyabb, ezért a folyadékfázisban lesz a végtermék (5), a g®zfázist pedig(4) visszavezetjük a folyamat elejére, ahol az (1) táppal az egyesít® egységben(E) keveredik, és így kapjuk a reaktor bemeneti áramát (2). Mivel az egyen-súlyi szétválasztás nem tökéletes, a visszavezetett áramban (4) és így a reaktortápáramában (2) is lesz B anyag. Ugyanezért a folyamat terméke (5) sem tiszta,hanem A-val szennyezett.Az egyszer¶ség kedvéért 
sak anyagmérleg-számítást végzünk. Az egyes áramokata bennük található A és B anyagok komponensáramaival, illetve ezek kétkompo-nens¶ vektorával jellemezzük (Xi).Feladat:Adott a folyamat bemeneti árama: X1,A = 100 kmol/h, X1,B = 0 kmol/h. Areaktor nyomása pR = 4 bar, h®foka: TR = 320K. A desztilláló egység h®foka

TS = 345K, és az A komponens kinyerési törtje a g®zben legyen ηA = 0.98 (vagyisa desztilláló egység tápjában lev® A-nak 98%-a kerüljön a g®zfázisba). Az alábbadott reaktor- és V/L -modellel számítsuk ki a rendszer összes Xi,A, Xi,B kompo-nensáramát, a reaktorban elért ζ konverziófokot, és a desztilláló egység szükséges
pS üzemi nyomását állandósult állapotban!Fizikai-kémiai-m¶veleti összefüggések:A reaktorbeli konverzióra az alábbi közelít® összefüggést használjuk:

ζ = 0.93 exp

(

−0.76
pR
TR

− 0.22
xB
xA

)ahol pR és TR a raktor nyomása és h®foka, xA és xB moltörtek a reaktor bemenetén.A g®z-folyadék egyensúlyt a módosított Raoult-Dalton összefüggésel számítjuk:
PyA = γAxAp

◦
A

PyB = γBxBp
◦
Bahol az x mennyiségek moltörtek a folyadékfázisban, az y mennyiségek moltörtek ag®zfázisban, a tiszta anyagok fels® karikával jelzett tenzióit az adott h®mérsékleten



1.1. Flowsheeting 7a
lg p◦A = 2.033− 77.4246

T − 230

lg p◦B = 1.0044− 123.14

T − 230(nem Antoine, 
sak hasonlít!), a γ-val jelzett aktivitási együtthatókat pedig a
lg γA =

0.176
(

1− xA
xB

)2

lg γB =
0.176

(

1− xB
xA

)2összefüggések szolgáltatják.1.1.1. Egyenletmegoldó szemléletAz egyenletmegoldó szemlélet alkalmazása esetén felírjuk a folyamat összes meghatározóegyenletét, és matematikai módszerek alkalmazásával megkeressük az egyenlet al-kalmas gyökét. Ehhez a Függelék kötet 1. fejezetének bármely módszere használ-ható.Esetünkben a m¶veleti egységek közti kap
solatokat is �gyelembe véve az alábbiegyenletrendszert írtuk fel, melyben az összes változó el®fordul baloldalra kifejezve,vagyis x = g(x) alakú:1. X2,A = X1,A +X4,A2. X2,B = X1,B +X4,B3. X3,A = (1− ζ)X2,A4. X3,B = X2,B + 2ζX2,A5. ζ = 0.93 exp

(

−0.76
pR
TR

− 0.22
X2,B

X2,A

)6. X4,A = X3,A −X5,A7. X4,B = X3,B −X5,B8. X5,A = (1− ηA)X3,A9. X5,B = X5,A
p◦AγA
p◦BγB

X4,B

X4,A10. p◦A = 10
2.033− 77.4246

TS − 23011. p◦B = 10
1.0044− 123.14

TS − 23012. γA = 10

0.176
(

1− X5,A

X5,B

)2



1.1. Flowsheeting 81.1. táblázat. Az egyenletmegoldó számítás eredményei
n X2,A X2,B X3,A X3,B X4,A X4,B X5,A X5,B0 140.00 240 54.33 470.28 53.24 233.05 1.000 1995 151.76 249.42 66.96 483.98 56.45 232.22 1.150 200.5810 166.22 230.71 66.61 434.33 65.88 250.95 1.340 187.3515 162.58 248.21 63.54 443.58 62.54 247.89 1.277 201.6520 162.64 244.72 63.87 442.11 62.68 243.08 1.280 198.7625 162.57 243.52 63.72 441.61 62.48 243.47 1.275 197.7930 162.40 243.42 63.66 441.08 62.39 243.44 1.273 197.72
13. γB = 10

0.176
(

1− X5,B

X5,A

)214. pS =
γAp

◦
AX5,A + γBp

◦
BX5,B

X5,A +X5,BAz egyenletrendszerben minden szükséges egyenlet és ismeretlen szerepel, s®t, többis. Például a 14. egyenletet elvehetnénk, s a 13 ismeretlenes egyenletrendszer meg-oldása után is alkalmazhatnánk. Ugyanígy a 10. és 11. egyenleteket alkalmazhat-nánk egyetlen egyszer is, mivel a szétválasztó egység h®mérséklete adott. Ekkor amegoldandó maradék rendszer egyenleteinek száma 11-re 
sökkenne.A megoldáshoz be
slést adunk az összes ismeretlen értékére. Legyenek azáramok be
sült értékei az 1.1. Táblázat 0-jel¶ sorában adott értékek, az ak-tivitási együtthatók be
sült értéke legyen 1.0, a tenziók be
sült értéke 0.5 bar, abe
sült konverzió pedig 0.8.70%-os 
sillapított behelyettesítéssel és 0.05% megengedett relatív hiba mel-lett az iteratív számítás 30 lépésben konvergált, az 1.1. Táblázat adataival. Aszétválasztó egység számított nyomása 1.071 bar.1.1.2. Szekven
iális moduláris szemléletEl®ször megadjuk az egyes m¶veleti egységek bemenet→kimenet összefüggéseit:Egyesít® modul számítása:1. Xki,A = Xbe1,A +Xbe2,A2. Xki,B = Xbe1,B +Xbe2,BReaktor modul számítása:1. xB
xA

=
Xbe,B

Xbe,A2. ζ = 0.93 exp

(

−0.76
pR
TR

− 0.22
xB
xA

)3. Xki,A = (1− ζ)Xbe,A4. Xki,B = Xbe,B + 2ζXbe,AV/L egyensúlyi szétválasztó modul számítása:



1.1. Flowsheeting 91. p◦A = 10
2.033− 77.4246

TS − 2302. p◦B = 10
1.0044− 123.14

TS − 2303. Folyadékfázis moltörtjeinek be
slése: xA, xB = 1− xA4. VA = ηAXbe,A5. LA = (1− ηA)Xbe,A6. LB =
xB
xA

LA7. VB = Xbe,B − LB8. γA = 10

0.176
(

1− xA
xB

)2

9. γB = 10

0.176
(

1− xB
xA

)210. yA =
VA

Vki,A + VB11. yB = 1− yA12. ε = |yAγBp◦BxB − yBγAp
◦
AxA|13. Ha ε <ki
si szám, akkor ugorj 17-re!14. x

(új)
A =

Lki,A

Lki,A + Lki,B
; x(új)B = 1− x

(új)
A15. xA = Új be
slés(xA, x(új)A ) ; xB = 1− xA16. Ugorj vissza 4-re!17. pS = γAp

◦
AxA + γBp

◦
BxBEzután számítjuk a hálózat áramait:Be
slést adunk a (4) visszavezetett (re
irkulá
iós) áram értékeire. Kezdetbenlegyen X4,A = 141.64 kmol/h, X4,B = 95.655 kmol/h.Az egyesít® modullal számítjuk a (2) áramot. A reaktor modullal számítjuka (3) áramot. A szétválasztó modullal számítjuk a (4∗) módosított áramot és az(5) áramot, valamint a szétválasztó egység nyomását. Eztán ellen®rizzük, hogy a(4) be
sült és (4∗) számított áramok közel azonosak-e. Ha nem, akkor módosítjuka (4) áram értékeit, pl. helyettesítjük a számított értékekkel. Csillapítás nélküliközvetlen behelyettesítéssel, 0.05%-os relatív hibahatárral kapott eredményeket mu-tat az 1.2. Táblázat. A számítás 9 lépésben konvergált. A szétválasztó egységnyomására 1.072 bar-t kaptunk.Körök és iterá
iós áramokA szekven
iális moduláris szemlélet el®nye, hogy ha nin
s 
iklus a folyamatban,akkor az elölr®l kezdve azonnal végigszámítható, és (a hálózat szintjén) iterá-



1.1. Flowsheeting 101.2. táblázat. A szekven
iális moduláris számítás eredményei
n X2,A X2,B X3,A X3,B X4,A X4,B X5,A X5,B0 241.64 95.66 54.33 470.28 53.29 246.53 1.086 233.763 161.06 237.76 62.62 434.64 61.36 238.72 1.252 195.926 161.67 239.81 63.01 437.13 61.75 240.09 1.260 197.049 161.84 240.39 63.12 437.82 61.86 240.47 1.262 197.35
ióra nin
s szükség. Például a 1.2 ábrán mutatott hálózat számítása a m¶veletiegységek (A), (B), (C) sorrendjében, illetve az áramok (1), (2), (3), (4) sorrendjébenvégezhet® el.

A B C

PSfrag repla
ements
(1) (2) (3) (4)(5)ERS 1.2. ábra. Ciklusmentes folyamatA 1.1 ábra folyamatát azért nem lehet így számítani, mert az els® (E) m¶veletiegységnek nemminden bejöv® árama ismert. Egyszer¶ hálózatoknál azonnal látható,hol vannak áram-visszavezetések, és mely áramokat kell (vagy lehet) iterá
iós árammákijelölni. Bonyolultabb esetekben föl kell deríteni a hálózat 
iklusait, és lehet®lega legkevesebb iterá
iós áramot kell kijelölni.A 
ilkusok felderítéséhez az irányított gráfok matematikai elméletét használ-hatjuk föl. A te
hnológiai folyamat m¶veleti egységeit, valamint a bejöv® áramokforrásait és a termékek nyel®it 
somópontoknak, az áramokat pedig a 
somópon-tokat összeköt® irányított éleknek tekintve irányított gráfot kapunk. Például a A1.1 ábra folyamatának irányított gráfja lehet az, amit a 1.3 ábra mutat.A 
iklusok felderítésének egyik lehetséges módja a gráf feszít® fájának felépítése.Fának nevezzük a 
iklusmentes gráfot, illetve a 
iklus- és megkerülésmentes irányí-tott gráfot. Egy gráf feszít® fája olyan fa-gráf, melynek az eredeti gráf összes
somópontjából és az eredeti gráf éleinek egy részhalmazából áll. Például a 1.4ábrán látható irányított gráf egy lehetséges feszít® fáját mutatja a 1.5 ábra.A feszít® fa megalkotásához az eredeti gráf egyes éleit el kell hagyni. Az el-hagyott élek megkerüléseket és/vagy 
iklusokat szakítanak meg. A vizsgált gráf
iklusai: [5,7℄, [9,10℄, [2,3,9,8℄, [2,3,(9,10),8℄, [1,3,9,8℄, [1,3,(9,10),8℄, [1,2,3,9,8℄,[1,2,3,(9,10),8℄.Konvergen
ia. A 
iklusok ismeretében kijelölhet®k az iterá
iós áramok. Jobbhíján a lehet® legkevesebb iterá
iós (felújítandó) áramot jelölünk ki, azonban egyál-
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(1) (2) (3)

(4)
(5)E R Sf ny1.3. ábra. Mintafolyamat irányított gráfjaPSfrag repla
ements 1 2 3 4 5 678 9 101.4. ábra. Bonyolult irányított gráfPSfrag repla
ements 1 2 3 4 5 678 9 101.5. ábra. Bonyolult irányított gráf feszít® fájatalán nem biztos, hogy ezzel a választással kedvez® konvergen
ia-tulajdonságokatkapunk. El®nye 
supán az egyszer¶bb kezdeti be
slés.Bonyolult m¶veleti egységeket tartalmazó összetett, 
iklusos folyamatok kon-vergáltatása szekven
iális moduláris modellezéssel nagyon nehéz is lehet. Ennekegyik oka, hogy a nem megfelel® bemenet esetén a bonyolult egységek esetleg ön-



1.1. Flowsheeting 12maguk sem konvergálnak, illetve hibás eredményt adnak. Egy másik oka, hogy a
iklusba tartozó egyes összeköt® áramok nagyságát a 
iklusbeli m¶veleti egységekm¶veleti paraméterei megszabják ugyan, de ha a be
slés messze van a helyes ered-ményt®l, akkor az illet® áram nullához konvergál (ehhez is tartozhat megoldás!),vagy divergál.1.1.3. Szimultán moduláris szemléletA szimultán moduláris szemléletben az egyes modulokhoz lineáris és nemlineárisrészmodelleket rendelünk. A lineáris részmodellek a bemenet és a kimenet közöttlineárisak, a nemlineáris részmodellek pedig a lineáris részmodell együtthatóit számítják.Egyesít® modul modellje:Lineáris részmodell :L1. Xki,A = Xbe1,A +Xbe2,AL2. Xki,B = Xbe1,B +Xbe2,BNemlineáris részmodell : Nin
s.Reaktor modul modellje:Lineáris részmodell :L3. Xki,A = (1− ζ)Xbe,AL4. Xki,B = Xbe,B + 2ζXbe,ANemlineáris részmodell:1. ζ = 0.93 exp

(

−0.76
pR
TR

− 0.22
Xbe,B

Xbe,A

)Egyensúlyi szétválasztó modul modellje:Lineáris részmodell :L5. VA = ηAXbe,AL6. LA = (1− ηA)Xbe,AL7. VB = ηBXbe,BL8. LB = (1− ηB)Xbe,BNemlineáris részmodell:1. p◦A = 10
2.033− 77.4246

TS − 2302. p◦B = 10
1.0044− 123.14

TS − 2303. Folyadékfázis moltörtjeinek be
slése: xA, xB = 1− xA4. γA = 10

0.176
(

1− xA
xB

)2

5. γB = 10

0.176
(

1− xB
xA

)2



1.1. Flowsheeting 136. α =
γAp

◦
A

γBp◦B7. ηB =
1

1 + α

(

1

ηA
− 1

)8. VA = ηAXbe,A9. LA = (1− ηA)Xbe,A10. VB = ηBXbe,B11. LB = (1− ηB)Xbe,B12. yA =
VA

VA + VB13. yB = 1− yA14. ε = |yAγBp◦BxB − yBγAp
◦
AxA|15. Ha ε <ki
si szám, akkor ugorj 19-re!16. x

(új)
A =

Lki,A

Lki,A + Lki,B
; x(új)B = 1− x

(új)
A17. xA = Új be
slés(xA, x(új)A ) ; xB = 1− xA18. Ugorj vissza 6-ra!19. pS = γAp

◦
AxA + γBp

◦
BxB20. A nemlineáris részmodell eredménye a nyomás és az ηB kinyerési tört.Lineáris hálózatmodell:A lineáris részmodellek (L1-L8) lineáris egyenleteib®l összeállítható a teljeshálózat linearizált modellje:
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A hálózat számítása:A szimultán moduláris eljárás matematikai szempontból nézve fokozatos lin-earizás. El®ször be
slést adunk az együtthatómátrix határozatlan paramétereire.Legyen ζ be
sült értéke 0.7, és legyen ηB be
sült értéke 0.5. Ezzel az együttható-mátrix teljesen határozott. Megoldjuk a lineáris egyenletrendszert, és ezzel megkapjuka komponensáramok els® be
slését. Eztán a nemlineáris részmodellekkel tetsz®legessorrendben, illetve egymástól függetlenül kiszámítjuk az együttható-mátrix határozat-lan elemeit. A reaktor modul nemlineáris részmodelljével kiszámítjuk ζ-t, a szétválasztómodul nemlineáris részmodelljével kiszámítjuk ηB-t. Ezt a lineáris - nemlineárisszámítás-párt addig ismételjük, míg a kapott értékek nem konvergálnak. A számításeredményét az 1.3. Táblázat mutatja. A számított nyomás: 1.071 bar.



1.1. Flowsheeting 141.3. táblázat. A szimultán moduláris számítás eredményei
n X2,A X2,B X3,A X3,B X4,A X4,B X5,A X5,B0 141.64 198.30 42.49 396.60 41.64 198.30 0.850 198.301 158.95 241.18 60.16 438.77 58.95 241.18 1.203 197.592 162.56 240.62 64.26 438.05 62.97 240.62 1.285 197.433 161.56 240.61 62.82 438.09 61.56 240.61 1.256 197.484 162.00 240.61 63.27 438.08 62.00 240.61 1.256 197.46Jel-folyam gráfokA szimultán moduláris szemlélettel kapott lineáris egyenletrendszer együttható-mátrixa tetsz®leges alakú lehet, ezért a megoldásnál a teljes együtthatómátrixotszerepeltetni kell a Gauss- vagy Gauss-Jordan-féle kiküszöbölési eljárásban. Afolyamat kap
solási rendjét kihasználva azonban egyszer¶bb kiküszöbölési eljárástis végezhetünk.Ehhez de�niáljuk a folyamat jel-folyam gráfját, amit úgy kapunk, hogy a m¶veletiegységeket mint az áramok állapotainak átalakítóit tekintjük. Ennek megfelel®enaz áramokat tekintjük 
somópontnak, és az átalakításokhoz rendelünk irányítottéleket. Az élekhez olyan szorzótényez®ket rendelünk, melyekkel az él támpontjátmegszorozva megkapjuk azt az értéket, amivel az él az általa mutatott 
somópontértékéhez hozzájárul.PSfrag repla
ements

1 2 34 5E1

E2

R

S1

S21.6. ábra. Mintapélda jel-folyam gráfjaA mintapélda jel-folyam gráfját a 1.6 ábramutatja. Az egyes áramokat (
somópon-tokat) mátrix érték¶ szorzótényez®k kötik össze, mert az áramok vektor-érték¶ek.Az egyesít® E1 és E2 szorzótényez®i 2×2-es egységmátrixok, a reaktor R szorzója:
R =

(

1− ζ 0
2ζ 1

)



1.1. Flowsheeting 15a szétválasztó egység szorzói
S1 =

(

ηA 0
0 ηB

)

S1 =

(

1− ηA 0
0 1− ηB

)A jel-folyam gráf komponensenként is elkészíthet®, ekkor az élekhez skalár szorzókatrendelünk. A mintapélda komponensenkénti jel-folyam gráfját mutatja a 1.7 ábra.PSfrag repla
ements
11 22 334

4
55111

11 1− ζ

2ζ

ηA
1− ηA

ηB

1− ηB

1.7. ábra. Mintapélda komponensenkénti jel-folyam gráfjaA jel-folyam gráfok olyan ekvivalens átalakításai, melyek a 
somópontok és élekszámának 
sökkenésével járnak, a kiküszöbölés lépéseinek feleltethet®k meg. Azekvialens átalakítások 3 alap-átalakításból építhet®k föl:1 Közbens® 
somópont kiküszöbölése. Ezt a 1.8 ábra mutatja. Nyilván-való, hogy ha y = ax és z = by, akkor z = abx.PSfrag repla
ements
xx y zz

a b a× b1.8. ábra. Jel-folyam gráf ekvivalens átalakításának 1. szabálya2 Megkerül® él kiküszöbölése. Ezt a 1.9 ábra mutatja. Nyilvánvaló, hogyha y = ax+ bx, akkor z = (a+ b)x.
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xx

a

b

a+ b1.9. ábra. Jel-folyam gráf ekvivalens átalakításának 2. szabálya3 Hurokél kiküszöbölése. Ezt a 1.10 ábra mutatja. Ha y = ax+ by, akkor
y =

a

1− b
x . Ennél a szabálynál a vektoros alak esetében ügyelni kell aszorzás sorrendjére is: y = (I−B)

−1
A x.PSfrag repla
ements

xx yy
a

b a

1− b1.10. ábra. Jel-folyam gráf ekvivalens átalakításának 3. szabályaA 1.6. ábra megoldása ezzel a módszerrel: X2 = (I − E2 S1 R)−1
E1X1 ,

X3 = RX2, X4 = S1X3, X5 = S2X3.1.2. Tervezési és iterá
iós változók kijelölése1.2.1. Tervezési változókGyakran el®fordul, s®t, tipikus eset, hogy egy m¶veleti egység modelljében többváltozó szerepel, mint ahány független korlátozó összefüggés adott a változókra. Akorlátozó összefüggések közé nem 
sak a �zikai modellt, hanem az egyes változókértékére vagy több változó viszonyára vonatkozó m¶veleti el®írásokat ("spe
i�ká-
iókat") is beleértjük. Például ha el®írjuk, hogy a nyomás értéke 5 bar legyen, akkoregy p = 5 egyenl®séget adunk meg. Jelöljük a változók számát V -vel, a függetlenegyenletek számát E-vel, akkor a m¶veleti egységet leíró modell szabadsági fokade�ní
ió szerint:
F = V − EAz egyenletrendszer megoldása általában akkor egyértelm¶, ha F = 0. Ha F > 0,akkor még további F számú változónak is értéket kell adnunk. Ezek az ún. tervezésiváltozók.
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PSfrag repla
ements W1, t1 W2, t2W3, t3

W4, t41.11. ábra. H®
serél® kap
solataiPéldául az alábbiakban megadjuk egy termékáram el®írt leh¶tésére szolgálófolyadék-folyadék h®
serél® (1.11 ábra) állandósult állapotának egyszer¶sített mod-elljét.Változók:1. β a h®
serél® típusa2. Q h®teljesítmény3. A h®átadó felület4. k h®átbo
sátási tényez®5. W1 belép® hidegáram tömegárama6. W2 kilép® hidegáram tömegárama7. W3 belép® melegáram tömegárama8. W4 kilép® melegáram tömegárama9. t1 belép® hidegáram h®mérséklete10. t2 kilép® hidegáram h®mérséklete11. t3 belép® melegáram h®mérséklete12. t4 kilép® melegáram h®mérséklete13. ∆tln logaritmikus átlag-h®fokkülönbség14. cm melegáram fajh®je15. ch hidegáram fajh®jeEgyszer¶sített modell-egyenletek:1. Q = kA∆tln2. ∆tln =
(t1 − t4)− (t2 − t3)

ln
t1 − t4
t2 − t33. W1 =W24. W3 =W45. Q =W1cm(t1 − t2)6. Q =W3ch(t4 − t3)6. Q =W3ch(t4 − t3)



1.2. Tervezési és iterá
iós változók kijelölése 187. k = k(W1,W2,W3,W4, t1, t2, t3, t4, β)El® van írva a következ® változók értéke:8. W1 = . . .9. t1 = . . .10. t2 = . . .11. t3 = . . .12. cm = . . .13. ch = . . .A 7 modell-egyenlet és 6 spe
i�ká
ió együtt 13 korlátozó összefüggést ad, vagyis
E = 13. A változók száma V = 15, tehát a feladat szabadsági foka F = 15−13 = 2.A nem spe
i�kált változók közül kett®t a tervez®nek kell megadnia. Ilyen tervezésiváltozó elvben bármalyik kett® lehet a nem-spe
i�kált β, Q, A, k, W2, W3, W4, t4,
∆tln változók közül.A tervezési változók terhére lehet a m¶veleti egységet (valamilyen 
él szerint)optimalizálni.Ha nem-folytonos változó is van, akkor 
élszer¶ azt tervezési változónak válasz-tani, hiszen nem kaphatjuk meg valamilyen számítás eredményeként. A példábanilyen változó a β típus, ami lehet 
s®-a-
s®ben h®
serél®, lemezes h®
serél®, 
s®kötegesh®
serél®, utóbbi esetben egy, két, vagy négyjáratú, úszófejes vagy hajlított 
söves,stb.Ha β-t kijelöltük tervezési változónak, akkor még mindig marad egy kijelölend®.Egyáltalán nem mindegy, melyiket jelöljük. Ha választásunk azW3 h¶t®víz tömegáramraesik, akkor a h®
serél® könnyen tervezhet®, mert minden további ismeretlen változótegyetlen egyenletb®l számíthatunk, ha megfelel® sorrendben számítjuk ®ket. Az al-kalmas sorrendet mutatja a 1.12. ábra. Ha ellenben az A felületet választjuk,akkor 
sak W2 és Q számítható egyszer¶en, a többi ismeretlent egy ötváltozósegyenletrendszer szimultán megoldásával kell meghatározni (1.13. ábra).PSfrag repla
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1.12. ábra. A h®
serél® 
iklusmentes tervezése β és W3 tervezési változókkal
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1.13. ábra. A h®
serél® tervezése β és A tervezési változókkalItt azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet 
élszer¶en kiválasztani a ter-vezési változókat.1.2.2. Tervezési változók kiválasztása és 
iklusmentes számí-tási sorrend kijelöléseHa minden változó minden egyenletben el®fordul, akkor a választástól függetlenülegy E-változós egyenletrendszert kell szimultán megoldani. Az ennél egyszer¶bbmegoldásokat az teszi lehet®vé, hogy nem minden változó fordul el® minden egyen-letben. Például vizsgáljuk meg az alábbi egyenletrendszert (V = 8, E = 4, F = 4):
f1( x1, x2, x3 ) = 0
f2( x3, x4, x5 ) = 0
f3( x4, x5, x6 ) = 0
f4( x2, x7, x8 ) = 0

(1.1)A változók és az egyenletek párosíthatók, aszerint, hogy a változó el®fordul-e azegyenletben. Ezt a párosítást vagy páros grá�al (1.14. ábra), vagy az ®t reprezen-táló (1.2) el®fordulási mátrix-szal (vagy megjelenési mátrix-szal) jelölhetjük.
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

f1 f2 f3 f4

1.14. ábra. A (1.1) egyenletrendszer páros gráfja
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

f1 1 1 1
f2 1 1 1
f3 1 1 1
f4 1 1 1 (1.2)Ha az el®fordulási mátrix eléggé "üres", akkor érdemes 
iklusmentes számí-tási sorrendet, és az annak megfelel® tervezési változók kijelölését keresni. Ehhezmegkeresünk egy olyan változót, amely 
sak egyetlen egyenlethez tartozik. Ezta változót ki lehet fejezni ebb®l az egyetlen egyenletb®l. Ilyen például x1 a miesetünkben. Ehhez az egyenlet többi változóját ismernünk kell. A gráf éleitmegfelel®en irányítjuk. (1.15. ábra).PSfrag repla
ements

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

f1 f2 f3 f4

1.15. ábra. Az els® egyenlet és változó kijelöléseA hozzárendelési mátrixban ennek az felel meg, hogy olyan változót keresünk,melynek oszlopában egyetlen "1" (azaz "igen") bejegyzés található ((1.3)).



1.2. Tervezési és iterá
iós változók kijelölése 21
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

f1 1 1 1
f2 1 1 1
f3 1 1 1
f4 1 1 1 (1.3)Ezután töröljük a kijelölt változót és a kijelölt egyenletet ((1.4) és 1.16. ábra).PSfrag repla
ements
x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

f2 f3 f4

1.16. ábra. Az els® egyenlet és változó törlése után maradó gráf
1.////x1// x2 x3 x4 x5 x6 x7 x81. ///f1// ///1/// ///1/// ///1/// //// //// //// //// ////

f2 ///// 1 1 1
f3 ///// 1 1 1
f4 ///// 1 1 1 (1.4)A megmaradt gráfon vagy a megmaradt mátrixon megismételjük az el®z® lépést((1.5) és 1.17. ábra):1. 2.////x1// x2 x3 x4 x5 x6 x7 x81. ///f1// ///1/// ///1/// ///1/// //// //// //// //// ////
f2 ///// 1 1 1
f3 ///// 1 1 12. f4 ///// 1 1 1 (1.5)
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1.17. ábra. A második lépésPSfrag repla
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x3 x4 x5 x6 x7 x8

f2 f3

1.18. ábra. A harmadik lépésA továbbiakban addig ismételjük e lépéseket, míg az összes egyenletet nemtöröltük: 1. 2. 3.////x1// ////x2 x3 x4 x5 x6 x7 x81. ///f1// ///1/// ///1/// ///1/// //// //// //// ///// /////3. f2 ///// ///// 1 1 1
f3 ///// ///// 1 1 12. ///f4// ///// ///1/// ///// //// ///// //// ///1/// ///1///1. 2. 3. 4.////x1// ////x2 ////x3 x4 x5 x6 x7 x81. ///f1// ///1/// ///1/// ///1/// ///// ///// //// ///// /////3. ///f2// ///// ///// ///1/// ///1/// ///1/// //// ///// /////4. f3 ///// ///// ///// 1 1 12. ///f4// ///// ///1/// ///// ///// ///// //// ///1/// ///1///
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1.19. ábra. A negyedik lépésAz eljárás végén megmaradó változókat egyik egyenletb®l sem számítjuk, tehátazokat választjuk tervezési változóknak: x5, x6, x7, x8. Az egyenletek és a bel®lükszámítandó változók kiválasztásának sorrendje alapján felírhatjuk az alkalmas szá-mítási sorrendet is, ezt mutatja a 1.20. ábra.PSfrag repla
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f41.20. ábra. A kijelölt 
iklusmentes számítási sorrendAz egyes lépésekben mindig a legels® olyan változót választottuk ki, ami éppen 1egyenlethez 
satlakozott. Ha több ilyen változó van, többféleképpen választhatunk,ennek megfelel®en több alkalmas tervezési változó halmaz és több alkalmas számí-tási sorrend is létezhet.El®fordulhat, hogy valamelyik lépésben nem találunk olyan változót, ami ép-pen 1 egyenlethez tartozik. Ekkor vissza kell lépni, és egy korábbi lépésben más,ugyan
sak 1 egyenlethez tartozó változót kell kiválasztani, mert lehet, hogy azzala választással 
iklusmentes számítási sorrend érhet® el.
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iós változók kijelölése 241.2.3. Tervezési és iterá
iós változók kiválasztásaEl®fordul, hogy 
iklusmentes számítási sorrendet nem lehet meghatározni, mert azel®z® fejezetben leírt algoritmusban mindig eljutunk egy olyan állapothoz, amibennin
s alkalmasan választható változó. Ha minden változó legalább 1 + k (k > 0)egyenlethez 
satlakozik, és k ki
si szám (lényegesen kisebb, mint ahány egyenletvan), akkor érdemes olyan számítási sorrendet keresni, amiben egyidej¶leg 
sak 1egyenletet kell megoldani, viszont a teljes egyenletrendszert k váltózó be
slésévelés felújításával oldjuk meg.Legyen a változók száma V , az egyenletek (megkötések) száma E, vagyis a sz-abadsági fok F = V − E. Akkor nem 
sak F tervezési változót, hanem még kiterá
iós változót is ki kell jelölni. Ennek alkalmas útja, hogy el®ször elhagyunk
k egyenletet, ehhez 
iklusmentes számítási sorrendet és F + k tervezési változótjelölünk ki, majd az elhagyott egyenleteket �gyelembe az így kapott tervezési vál-tozókból jelölünk ki k iterá
iós változót.Például vizsgáljuk meg az alábbi el®fordulási mátrixszal jellemzett feladatot:

x1 x2 x3 x4 x5 x6
f1 1 1
f2 1 1 1
f3 1 1 1 1 1
f4 1 1 1Itt V = 6, E = 4, F = 2. Ciklusmentes számítási sorrend nem határozható meg, ésminden változó legalább 2 egyenlethez tartozik, vagyis k = 1. Ennek megfelel®enelhagyunk egy egyenletet, például a legels®t:

x1 x2 x3 x4 x5 x6
f2 1 1 1
f3 1 1 1 1 1
f4 1 1 1Egy 
iklusmentes számítási sorrendet mutat a 1.21. ábra az x3, x5 és x6tervezési változókkal.Figyelembe kell venni azonban az ideiglenesen elhagyott f1 egyenletet is. Ennekkap
solatait a 1.22. ábra mutatja.Látható, hogy f1 mindkét változója bemen® változó, és egyiket sem számítjuk

f1-b®l. Ezért a (találomra kiválasztott) egyik változó kap
solatát visszafelé irányítjuk.Ekkor viszont a szomszédos egyenletnek nin
s kimen® változója, és annak egy másikváltozóját irányítjuk vissza, stb. Ezt az irányításváltást addig görgetjük, míg egytervezési változóhoz nem érünk. Egy ilyen állapotot mutat a 1.23. ábra. Az
x3 változót jelöltük ki felújítandó ("iterá
iós") változóvá, míg x5 és x6 tervezésiváltozók maradtak.
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1.21. ábra. Ciklusmentes számítási sorrend f1 nélkülPSfrag repla
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1.22. ábra. Ciklusmentes számítási sorrend f1 kap
solataival1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapotaA folyékony fázist tartalmazó, fázisegyensúlyi megoszláson alapuló többfokozatúellenáramú szétválasztó eljárások, els®sorban a rekti�kálás (dúsítás és/vagy kifor-ralás), abszorp
ió, deszorp
ió és extrak
ió állandósult állapotának modelljei olyanbonyolultak és nagyméret¶ek, hogy érdemes külön foglalkozni velük.A továbbiakban 
sak az ún. tányéros (v. tál
ás) modellekkel foglalkozunk,az anyagátadáson alapuló ún. "nemegyensúlyi" modellek, melyek a komponen-stranszport di�eren
iálegyenleteit alkalmazzák, más kezelésmódot igényelnek. (Atányéros modellek is lehetnek "nemegyensúlyi" modellek, amennyiben nemegyensú-lyi fokozatokat is kezelnek, azonban ezek akkor is az egyensúlyi modellb®l indulnakel, és az attól való eltérést valamilyen hatásfokkal fejezik ki.)
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1.23. ábra. Iterá
iós számítási sorrend az irányok megfordításával1.3.1. Szétválasztó oszlopok állandósult állapotú modelljeiAz akár elméleti (egyensúlyi), akár gyakorlati (hatásfokot is �gyelembe vev®) mod-ellek központi fogalma az egyensúlyi vagy gyakorlati fokozat, amit egyszer¶entányér-nak is nevezünk. A továbbiakban, ha
sak másként nem említjük, mindigelméleti tányérra gondolunk. Az elméleti tányérról felszálló könny¶ fázis (pl. pára)termodinamikai egyensúlyban van a róla le
surgó folyadékkal.Az egyszer¶ esetekben egy tányéron 
sak két fázis tart egyensúlyt. Egyetlenilyen tányér kap
solatait és adatait mutatja a 1.24. ábra.PSfrag repla
ements
j. fokozat QjFj , Hj

zj

Lj

Vj
Lj−1

Vj+1

sj

Sj

xj, hjyj , Hj

Tj, pj
1.24. ábra. Kétfázisú szétválasztó fokozat adataiA modellezéskor a tányérokat általában fölülr®l lefelé számozzuk (míg az ipar-ban gyakorlati okok miatt alulról fölfelé szoktak számozni). A j. tányér nyomása

pj , h®mérséklete Tj , a róla le
sorgó nehéz fázis (folyadék) moláris árama Lj + sj ,moltörtvektora xj , a fölfelé távozó könny¶ fázis (gáz, pára, vagy könny¶ folyadék-



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 27fázis) moláris árama Vj+Sj , moltörtvektora yj . A tányérról le
sorgó áram fajlagos(moláris) entalpiája hj , a róla felszálló áram fajlagos (moláris) entalpiája Hj . Atányérról távozó folyadék egy részét sj nehézfázis oldaltermék-ként elvehetjük, ígya következ® tányérra vagy az oszlop fenekébe már 
sak Lj áram jut. Ugyanígylehetséges a könny¶ fázisból is Sj könny¶fázis oldaltermék-et elvenni, ami után afölöttes tányérra vagy az oszlop fejébe már 
sak Vj áram jut.A j. tányérra fölülr®l le
surog az el®z® tányérról vagy az oszlop fejéb®l Lj−1folyadékáram, és fölszáll az alatta lev® tányérról vagy a forralóból Vj+1 könny¶fázisáram, a megfelel® összetételekkel és entalpiákkal.Bármely j. tányérra érkezhet Fj tápáram, melynek összetétel-vektora zj . Atápáram h®mérséklete és nyomása az állandósult állapot modellezése szempontjából
sak annyiban érdekes, amennyiben ezek szeren
sés esetben az összetétellel együttmeghatározzák az áram fajlagos entalpiáját. Ezért a táp h®foka és nyomása helyettegyszer¶en annak Hj fajlagos entalpiáját adjuk meg.A tányérra a bejöv® áramokkal hozott entalpiát kiegészítheti a tányér Qj f¶tése.(Negatív Q érték a tányér h¶tését jelenti.)Ha az oszlopban C komponens áramlik, akkor e modellben bármely tányért
3C + 9 skalár változó ír le. (A fölülr®l és alulról érkez® áramok adatai nem a j.,hanem a j − 1. és a j + 1. tányér adatai.)Az állandósult állapot modellje 4 f® egyenlet
soportból (az ún MESH-egyenle-tekb®l) és további, ún. kiegészít® egyenlet
soportokból áll. Ezek N fokozat eseténa következ®k:MESH-egyenletek. A tányéronként felírt komponens- (anyag-) mérlegek, egyen-súlyi összefüggések, moltörtösszegzések és entalpiamérlegek angol kezd®bet¶ib®lképz®dik a "MESH" bet¶szó.("M"): A tányéronkénti komponensmérlegek

Lj−1xi,j−1 + Vj+1yi,j+1 + Fjzi,j

− (Lj + sj)xi,j − (Vj + Sj)yi,j = 0 (i = 1 . . . C; j = 1 . . .N)
(1.6)amiket az oszlop végein (j = 1 és j = N) megfelel®en módosítani kell ha nin
s 0.áram és/vagy nin
s N + 1. áram.("E"): Az egyensúlyi összefüggések jelzés-szer¶ felírása aKi,j egyensúlyi arányokkal

yi,j = Ki,jxi,j (i = 1 . . . C; j = 1 . . .N) (1.7)("S"): A moltört-összegzési (szummázási) egyenletek mindkét fázisra (azaz Sx és
Sy egyenletek)

−1 +

C
∑

i=1

xi,j = 0 (j = 1 . . .N) (1.8)
−1 +

C
∑

i=1

yi,j = 0 (j = 1 . . .N) (1.9)



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 28("H"): A tányéronkénti entalpiamérlegek
Lj−1hj−1 + Vj+1Hj+1 + FjHj +Qj

− (Lj + sj)hj − (Vj + Sj)Hj = 0 (j = 1 . . .N)
(1.10)Teljes anyagmérleg. Tányéronkénti teljes anyagmérleg is felírható:

Lj−1 + Vj+1 + Fj − (Lj + sj)− (Vj + Sj) = 0 (j = 1 . . .N) (1.11)azonban ez már nem független az eddigiekt®l. Ha ezt használjuk, akkor vagy az Sx,vagy az Sy egyenleteket, vagy az egyik komponensre vonatkozó M egyenleteket elkell hagyni.Kiegészít® egyenletek. Ezek els®sorban a Ki,j egyensúlyi arányokat adják mega nyomás, a h®mérséklet, és az összetételek függvényében, a 2. fejezet szerint,
Ki,j = K(Tj, pj ,xj ,yj , i) (i = 1 . . . C; j = 1 . . .N) (1.12)és az egyensúlyi fázisok entalpiáit szolgáltatják:

hj = h(Tj, pj ,xj) (j = 1 . . .N) (1.13)
Hj = H(Tj, pj ,yj) (j = 1 . . .N) (1.14)Megadhatók azonban további egyenletek is.A tányéronkénti változók száma a Ki,j egyensúlyi arányokkal együtt 4C + 9,összesen tehát N(4C + 9), az egyenletek száma pedig N(3C + 5), tehát az egyen-letrendszer szabadsági foka N(C + 4).Ha nem adunk meg összefüggést a tányéronkénti nyomásesés függésére az oszlopáramaitól (mint ahogy a most felírt egyenletek között sem szerepel ilyen), akkorrögzíteni kell az egyes tányérok pj nyomását (N tervezési változó). Általában ismertaz összes Fj tápáram, azok zj összetétele és Hj entalpiája, ami együtt N(C + 2)adat. További tervezési adatok az egyes Qj f¶tések (N) adat. Ezek az adatokegyütt N(C + 4) megkötést jelentenek. Ezeket is �gyelembe véve az egyenletrend-szer maradék szabadsági foka 0, vagyis az egyenletrendszer (szeren
sés esetben)határozott.A gyakorlatban általában 
sak 1 vagy 
sak néhány tápáram, és 0 vagy 
saknéhány közbens® f¶tés-h¶tés szerepel. Az oszlop végein a kondenzátorban elvonth®t és/vagy a forralóban közölt h®t desztillá
ió esetében legtöbbször anyagmen-nyiségekkel és arányokkal, pl. a desztillátumárammal (D) és a re�uxaránnyal (R)adjuk meg. Az egyenletek ekkor megfelel®en módosulnak.Az egyes számítási módszerek különféleképpen írják el® a változók felosztásáttervezési és számított változókra, és az egyenletek konkrét alakja is módosul ennekmegfelel®en.El®fordulhat, hogy egy-egy tányéron három fázis egyensúlya alakul ki, ha pl.azeotrop desztillá
ió esetén két egyensúlyi folyadékfázis képz®dik. Ekkor a tányér-modellt és az egyenletrendszert is megfelel®en módosítani kell.



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 291.3.2. Tridiagonális együtthatómátrixú lineáris részrendsz-erekA (1.6)M egyenletek a moltörtekben és a (1.10) H egyenletek az anyagáramokbanolyan lineáris egyenletrendszereket alkotnak, melyek egyenleteiben mindig legföl-jebb 3 szomszédos tányér vonatkozó ismeretlenjei szerepelnek. A j. egyenletbenszerepelnek a j − 1., j. és a j + 1. tányér adatai. A nemlineáris egyenletek idei-glenes linearizálásakor is ilyen tridiagonális együtthatómátrixú egyenletrendszerhezjutunk.Ez azért érdekes, mert ezeket a rész-egyenletrendszereket könnyen és gyorsanmegoldhatjuk. Jelöljük az egyenletrendszert az alábbi módon:
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akkor az egyenletrendszer a Gauss-féle kiküszöbölési eljárással bidiagonális alakúvátranszformálható:
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Ez utóbbi egyenletrendszerb®l viszont azonnal kifejezhet®k az xj ismeretlenek. Amegoldáshoz helyet kell foglalni a gj és az uj segédváltozóknak, majd ezeket, illetve



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 30végül az xj ismeretleneket az alábbi sorrendben közvetlenül kiszámíthatjuk:
g1 =

c1
b1

u1 =
d1
b1

gj =
cj

bj − ajgj−1
(j = 2, . . . , N − 1)

uj =
dj − ajuj−1

bj − ajgj−1
(j = 2, . . . , N)

xN = uN

xj = uj − gjxj+1 (j = N − 1, . . . , 1)1.3.3. Kezdeti be
slésekAkármilyen eljárást használjuk is, az ismeretlen változók értékét be
sülni kell aszámítás elkerüléséhez. Sokszor nin
s el®zetes ismeretünk e változók valószín¶értékeir®l, és ekkor is el kell kezdeni a fokozatos közelít® számítást valamilyenkezdeti értékr®l. Ilyenkor az alábbi egyszer¶sít® feltételezésekkel élhetünk, melyeketdesztillálás esetére adunk meg. Abszorp
ió, deszorp
ió és extrak
ió esetében analogeljárás alkalmazható.H®mérséklet. A kívánt termékösszetételek ismeretében be
sülhet®k az oszlopvégein és az oldalmerkéknél is a forráspontok (vagy pára termék esetén a harmat-pontok), majd legegyszer¶bben oszlopszakaszonként lineáris h®fokpro�lt be
sül-hetünk.Megoszlási hányadosok. Ha szükség van a egyensúlyi "állandók" be
slésére,akkor azokat 
sak a h®mérséklet függvényének tekintjük (ideális elegy közelítés),vagy 
sak (szakaszonként) állandó relatív illékonyságot adunk meg.Összetételek. Az a termék-tisztasági el®írások miatt általában ismerjük a f®bbkomponensek várható moltörtjeit a termék-áramokban. A táplálási tányérokon azösszetétel a tápösszetétel közelében várható, az egyes oszlopszakaszokban pedig leg-egyszer¶bben a tányérszám függvényében lineáris összetétel-pro�lt be
sülhetünk.Ha ezek a be
slések � mint legtöbbször � a folyadékösszetételre vonatkoznak, ésa páramoltörteket is be
sülni kell (desztillálás esetén), akkor legegyszer¶bb az
αi ≡ αi,∗ állandó relatív illékonyságok használata:

yi,j =
αixi,j

∑C
k=1 αkxk,j



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 31Er®sen nemideális folyadékelegy esetében szakaszonként állandó relatív illékonysá-gokkal lehet számolni.Bels® anyagáramok. Desztillálás esetében általában tervezési változó a desz-tillátum D molárama és az R re�uxarány, ahonnan meghatározhatók az oszlopfejében kialakuló áramok:
L0 = RD

V1 = (R+ 1)DA többi anyagáram az állandó moláris túlfolyás feltételezésével be
sülhet®, a moláramokatoszlopszakaszonként állandónak tekintve:
Lj = Lj−1 + qjFj − sj (j = 2, . . .N)

Vj+1 = Lj + sj + Vj + Sj − Lj−1 − Fj (j = 1, . . . N − 1)ahol qj a j. tápáram be
sült folyadékhányada a táplálási tányér h®mérsékletén ésnyomásán. Ez a folyadékhányad nullánál kisebb vagy 1-nél nagyobb is lehet, haa táplálási entalpia ismeretében be
sült állapot túlhevített pára vagy forrpont aláh¶tött folyadék, mert ez a bels® áramok elforralásával vagy visszakondenzálásávaljár együtt.1.3.4. Szimultán (globális) számítási eljárásokAz úgynevezett szimultán vagy globális számítási eljárások a szekven
iális (dekom-pozí
iós) eljárásokkal szembeállítva kapták összefoglaló nevüket. Közös bennük,hogy az egyenletrendszert fokozatos linearizálással, Newton-eljárással oldják meg,vagyis valóban, a teljes egyenletrendszert "egyidej¶leg" kezelik. Azért tettük mégiszárójelbe az "egyidej¶leg" ("szimultán") szót, mert a hatékonyság növelése 
éljábólkihasználják az egyenletek spe
iális alakját.Ha megadjuk azokat a tervezési változókat vagy az azokra vonatkozó, egyenl®ség-típusú megkötéseket, amiket a 1.3.1. alfejezetben ismertettünk, akkor is még is-meretlen és meghatározandó a Tj, Lj, Vj , hj , Hj , xi,j , yi,j , Ki,j (i=1, 2, . . . , C)(j=1, 2, . . . , N) változók értéke, azaz N(3C + 5) változó, vagyis épp annyi, ahányegyenlet van. Ez nagyon nagy szám lehet. Például C = 5 és N = 70 esetében(ami szokványos, mérsékelt méret¶ számítási feladat) ez egy 1400-változós egyen-letrendszert jelent. Ennek mérete jelent®sen 
sökkenthet®, ha a kiegészít® egyen-leteket függvényeknek tekintjük, és a MESH egyenletekbe helyettesítjük. Ekkor afüggetlen változók száma N(2C + 3)-ra 
sökken (xi,j , yi,j , Tj , Lj , Vj).Még ez is nagyon nagy méret, példánkban 910× 910. Még ha a Ja
obi-mátrixelemeinek túlnyomó többsége nulla is, nagyon sok par
iális deriváltat kell így fel-használni, melyek többsége nagyon nehezen és 
sak nagy bizonytalansággal számítható.Például az egyensúlyi h®mérséklet összetételfüggése nem expli
it függvényként is-mert, hanem a h®fokot az 2. fejezet buborék- vagy harmatpontszámító rutinjaival
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itási és aktivitási együttható modellek fel-használásával.A számításigény 
sökkenthet® egyes változó
soportok kifejezésével és behelyettesítésével,ami 
sökkenti a független változók számát. További könnyítést jelenthet, ha a sokpar
iális derivált számításának elkerüléséhez bizonyos (ideiglenes) elhanyagolásokatalkalmazunk, melyek következtében az egyes Newton-lépésekben nem a valódi Ja-
obi-mátrixszal számolunk. Például az egyensúlyi arány
Ki,j =

γi,j(Tj,xj)xi,jp
◦
i (Tj)

pjh®fok szerinti par
iális deriváltjának számításánál elhanyagoljuk γi,j h®fokfüggését,vagyis
∂Ki,j

∂Tj
≈ γi,j

pj

(

dp◦i
dTj

)

TjUgyan
sak könnyítést jelenthet, ha a Newton-iterá
ió nem minden lépésébenszámítjuk újra a Ja
obi-mátrixot, hanem azt több, egymást követ® lépésben vál-tozatlan értékkel használjuk föl.A két legismertebb eljárásnak is 
sak a vázlatát ismertetjük.Naphtaly-Sandholm-féle számításEz a legáltalánosabb, és legszélesebb körben használható eljárás (el®ször Naph-taly és Sandholm ismertette 1971-ben). Nagy számításigény¶, sikere er®sen függ akezdeti be
slést®l, viszont a megoldás közelében gyorsan konvergál.A módszer a moltörtek helyett független változóknak tekinti az
li,j = Ljxi,j

vi,j = Vjyi,jfolyadék- és pára-komponensáramokat, a moltört-összegz® Sx, Sy egyenleteket helyettpedig az
Lj =

C
∑

i=1

li,j

Vj =
C
∑

i=1

vi,jés az
xi,j =

li,j
Lj

yi,j =
vi,j
Vj
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sökkenti a feladat méretét. Ezzel azM, E és H egyenletek alakja:
li,j−1 + vi,j+1 +Fjzi,j −

(

1 +
sj

∑C
k=1 lk,j

)

li,j −
(

1 +
Sj

∑C
k=1 vk,j

)

vi,j = 0 (Mi,j)
vi,j

C
∑

k=1

lk, j −Ki,j li,j

C
∑

k=1

vk,j = 0 (Ei,j)
hj−1

C
∑

i=1

li,j−1+Hj+1

C
∑

i=1

vi,j+1+HjFj+Qj−hj
(

sj +
C
∑

i=1

li,j

)

−Hj

(

Sj +
C
∑

i=1

vi,j

)

= 0(Hj)Ha a kiegészít® egyenletekkel számolandó Ki,j, hj és Hj változókat a megfelel®függvényekkel helyettesítjük, akkor 
sak a fenti N(2C+1) egyenletet kell megoldaniugyanennyi független változóval, melyek: li,j , vi,j és Tj. A deriváltak száma így isnagyon nagy, benne az entalpiafüggvények és az egyensúlyi arányok deriváltjaival, alán
szabály szerint, vagyis a moltörtek és a h®mérséklet szerinti deriválások továb-bra is szükségesek.A módszer tovább egyszer¶síthet® állandó moláris túlfolyás (pontosabban ál-landó Lj és Vj) feltételezésével, amivel a vj változók is kiküszöbölhet®k. Ezzel aJa
obi-mátrix tridiagonális hipermátrix-szá alakul, ami viszonylag könnyen kezel-het®. Az állandó moláris túlfolyás sokszor jó közelítés, még er®sen nemideális ele-gyek esetében is.Ishi-Otto-féle számításAz el®ször (1973)-ban Ishi és Otto által közölt eljárás az xi,j , Tj és a Vj változókattekinti függetlennek. A pára-moltörteket az (1.7)-beli egyensúlyi arányokkal veszi�gyelembe, a folyadékáramokat pedig a teljes anyegmérleggel fejezi ki:
Lj = Vj+1 − V1 +

j
∑

k=1

(Fk − sk − Sk) (*)majd az M, S és H egyenletek (1.6), (1.8) és (1.10) alakjába helyettesíti a (1.7) és(*) kifejezéseket. Ezzel a független változók száma N(C + 2)-re 
sökken.A Ki,j egyensúlyi arányoknak 
sak a Tj h®fok és xi,j azonos komponens szerintipar
iális deriváltjait, a hj és a Hj entalpiáknak pedig 
sak a Tj h®fok szerintipar
iális deriváltjait számítja, a többi par
iális deriváltat elhanyagolja. Az ígykapott közelít® Ja
obi-mátrix spe
iális alakú. A Newton-lépés ∆xi,j , ∆Tj és ∆Vjeltérésekre felírt lineáris egyenletrendszerében szerepelnek a legutolsó közelítése
Mi,j , Sj és Hj maradékai is, ezek közül a Sj maradékokra felírt egyenlet
soportalakja a legegyszer¶bb:

C
∑

i=1

∆xi,j = −Sj
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soportosíthatók,és alakjuk:
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Az entalpiamérlegekb®l származó egyenletek alakja:
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Ez olyan, spe
iális alak, amib®l al®ször a ∆xi,j változók kiküszöbölhet®k, majd azúgy kapott 2N méret¶ lineáris egyenletrendszer viszonylag könnyen megoldható.1.3.5. Szekven
iális (dekompozí
iós) számítási eljárásokA szekven
iális eljárások 1.2. alfejezetben kapott számítási eljárásokhoz hasonlóanfelújítandó iterá
iós változókat jelölnek ki, és 
sak azokat újítják föl egy-egy 
ik-lusban, mert a többi változót alkalmas sorrendben ki lehet számítani a felújítottváltozó be
sült értékének ismeretében.A desztillá
ió számításához a BP, az abszorp
ió és a kiforralás számításához azSR, az extrak
iós számításokhoz az ISR módszereket érdemes használni.
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sak a tervezési és iterá
iós változók kijelölésében,hanem a be
slési és felújítási módszerekben is különböznek. A legfontosabb eljárá-sok alapváltozatait vázoljuk, melyeknek még számos javított változata ismert.BP-számításA (lehet®leg közeli forráspontú komponenseket szétválasztó) desztillá
iós oszlopszámítására szolgáló BP eljárás két, egymásba ágyazott 
iklusból áll. A küls® 
ik-lusban az oszlop bels® moláramai (Lj, Vj), a bels® 
iklusban a Tj h®mérsékletek abe
sülend® és felújítandó változók. A bels® 
iklusban a h®mérsékletek felújításatányéronként külön-külön, az összetételek ismeretében buborékpont-számítássaltörténik, az eljárás innen kapta a nevét. A buborékpont-számítás eredményeképpkapjuk aKi,j egyensúlyi arányokat is, amik ismeretében a küls® 
iklusban a kompo-nensmérlegekb®l számítjuk az összetételeket, azokból a fajlagos entalpiákat, innena kondenzálási és forralási igényeket, és végül ezekb®l a h®mérleggel és az anyag-mérleggel felújítjuk a moláramokat.Az eljárás blokksémáját a 1.25. ábra mutatja. A Ki,j egyensúlyi arányokbe
slésére azért van szükség, mert ezek szerepelnek a komponensmérlegekben. Akomponensmérlegekb®l egy-egy i komponensnek minden j tányéron lev® moltörtjétkapjuk (adott i, kapjuk: xi,1, xi,2, . . .xi,j , . . .xi,N ), vagyis egy-egy tányér moltört-jeit C különböz® számítás adja. Mindaddig, amíg az állandósult állapot adatait elnem értük, az így kapott moltörtek összege egy-egy tányéron nem 1. A buborékpont-számításhoz és az entalpiaszámításhoz azonban olyan folyadékmoltörtekre van szük-ség, amik összege valóban 1, és ezért iktatjuk be a normalizálást (Sx egyenletek):
xnormalizált
i,j =

xi,j
∑C

k=1 xk,j
(j = 1, 2, . . .N)A buborékpont-számításokat tányéronként, egymástól függetlenül végezzük. Azegyes buborékpont-számítások eredményeként a kapott yi,j moltörtek összege 1,vagyis itt használjuk föl az Sy egyenleteket.

D és R ismeretében rögzített V1 és a re�uxáram L0 értéke. A (1.11) teljesanyagmérleg és a (1.10) h®mérleg kombinálásával a Vj+1 és Lj (j=1, 2, . . . , N − 1)moláramokat váltakozva sorban lehet számítani:
Vj+1 = Lj + sj + Vj + Sj − Fj − Lj−1

Lj =
(Hj+1 − hj−1)Lj−1 + (Hj+1 −Hj)Fj − (Hj+1 − hj)sj − (Hj+1 −Hj)(Vj + Sj)

Hj+1 − hj(Az N. tányér a forraló).A BP-számítás kezdetben viszonylag gyors, de a megoldás közelében a konver-gen
ia lassul, és rendszerint vagy nagyon lassú, vagy osz
illál. Számos megoldásijavaslat született a konvergen
ia javítására, melyek egyes esetekben valóban javí-tanak, de a módszer általános jellegét nem változtatják meg.A BP számításnál az összes termék moláramát meg kell adni, nin
s mód adottmoltörthöz keresni a termékmennyiséget. Ugyanígy, vagy re�uxarányt (és esetleg
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PSfrag repla
ements
Konvergált?IgenNem

Vége
Lj és Vj számítása az anyag- és h®mérlegb®lForralási és kondenzálási igény számításahj és Hj számításaBuborékpont-számítás, Tj , Ki,j

j = 1, 2, . . .N :Tányéronként az x moltörtek normalizálásaKomponensenként (i) a komponensmérlegekb®l
xi,j kiszámítása (tridiagonális mátrix)
Ki,j egyensúlyi arányok be
sléseTj, Lj és Vj be
slése Indulás

1.25. ábra. BP eljárás vázlata



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 37re�ux aláh¶tést), vagy kondenzálási h®teljesítményt meg kell adni (esetleg ezekhelyett visszaforralási arányt vagy forralási h®teljesítményt).A BP számítás bels® 
iklusában a h®mérséklet nagyon érzékeny a folyadék-összetétel változásaira, ezért távoli forráspontú komponensek jelenléte esetén (amiel®fordul abszorber, deszorber, kiforraló oszlopoknál) nem konvergál, hanem osz-
illálásra hajlamos.SR-számításSzéles forráspont-tartományú elegyek szétválasztása, abszorp
ió és kiforralás számí-tásakor alkalmas eljárás az SR-módszer, ami a h®mérsékleteket az entalpiamérlegalapján újítja föl, és az összegzési egyenleteket a folyadék moláramok felújításárahasználja.Az eljárás blokksémáját a 1.25. ábra mutatja. A folyadék-moltörtek számításaután azokat normalizálás nélkül az Lj moláramok felújítására használjuk föl:
Lúj
j = Lj

C
∑

i=1

xi,jInnen kapta a módszer a nevét, mert az Ljxi,j szorzatok a komponens moláramok,és ezek összegét számítjuk ("sum of rates"). A Vj moláramokat a teljes anyagmér-legb®l fejezzük ki:
Vj+1 = Lj + sj + Vj + Sj − Fj − Lj−1A páramoltörtek számításához felhasználjukKi,j be
sült értékét, de a számítástmár normalizált x moltörtekkel végezzük el, és utána az y moltörteket is normal-izáljuk, mert erre szükség van az entalpiák és a Ki,j arányok újraszámításához.A bels® 
iklusban a h®mérsékleteket elvben Newton-iterá
ióval újítjuk föl azentalpiamérleg alapján. A gyakorlatban egyetlen Newton-lépést végzünk, és azígy módosított h®mérsékletekkel a küls® 
iklust folytatjuk. Mivel a h®mérlegbena szomszédos tányérok összetételéhez és h®mérsékletéhez tartozó entalpiák szere-pelnek, tridiagonális Ja
obi-mátrixot kapunk, így a számítás nagyon egyszer¶ (el-tekintve az entalpiák h®fok szerinti par
iális deriváltjainak meghatározásától, amibonyolult lehet).AKi,j egyensúlyi arányokat a felújított h®mérséklettel és összetételekkel számítjukújra.Tapasztalat szerint megfelel® elegy esetén az SR módszer gyorsan konvergál.ISR-számításokExtrak
iós m¶velet esetében módunk van az egyes fokozatokban kívánt h®mérsék-letet tartani. Az ehhez szükséges h®teljesítmények az állandósult állapot ismeretébenutólag számíthatók, így nin
s szükség arra, hogy a komponensmérlegek és az egyen-súlyi összefüggések mellett egyidej¶leg az entalpiamérleget is �gyelembe vegyük.Ezért a MESH egyenletek helyett elegend® a MES egyenleteket szimultán megoldani.
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PSfrag repla
ements
Konvergált?IgenNem

Vége
Ki,j újraszámításaEntalpiamérleg alapján Tj felújítása (Newton-lépés)hj és Hj számításay moltörtek számítása és normalizálásax moltörtek normalizálásaSx alapján Lj számításaTeljes anyagmérleg alapján Vj számítása
Komponensenként (i) a komponensmérlegekb®l
xi,j kiszámítása (tridiagonális mátrix)
Ki,j egyensúlyi arányok be
sléseTj, Lj és Vj be
slése Indulás

1.26. ábra. SR eljárás vázlata



1.3. Szétválasztó oszlopok állandósult állapota 39Mivel a h®mérsékleteket nem kell számítani, a BP-módszerrel analog számítás-nak nin
s értelme. Ehelyett az SR-módszer módosított változata, az ún. izotermSR-, azaz ISR-módszer használható.Bár itt fokozatonként két folyadékfázis egyensúlyát számítjuk, az egyszer¶ségkedvéért a könny¶ (kisebb fajsúlyú) fázis moláramát továbbra is V -vel, moltörtjeit
y-nal jelöljük.Az extrak
iós számításokhoz meg kell adni a táp- és az (esetleges) oldaltermék-áramokat, a nyomásokat és a h®mérsékleteket. Kezdeti be
slést kell adni a Vj és Ljmoláramokra és a Ki,j egyensúlyi arányokra. A moláramok be
slése szakaszonkéntállandó V/L fázisarány feltételezésével lehetséges, esetleg a két fázisképz® oldószerköl
sönösen tökéletes oldhatatlanságát is feltételezhetjük. Az egyensúlyi arányokbe
slésére nin
s olyan közelít® eljárás, mint ami desztillá
iónál vagy abszorp
iónálhasználható, hanem be
sült megoszlások alapján kell számítani arányokat.Az eredeti SR-eljárásban a h®mérsékleteket és a komponens-moláramokat kellfelújítani a megfelel® egyenletek szerint. A h®mérsékletek felújítása a h®mérlegszerint bels® 
iklus lenne, és 
sak azért nem ismételjük, mert egy lépésben is nagyotjavul értéke, és jól konvergál az elárás. Az extrak
ió esetében a h®mérleg és ah®mérséklet kimaradása miatt egy 
iklussal kevesebb lenne, mégis két 
iklusra vanszükség, mert a folyadék-folyadék egyensúlyi arányok er®sen összetételfügg®k.A Tsuboka-Katayama-féle ISR eljárás (1976) vázlatát mutatja a 1.27. ábra.A bels® 
iklusban a normalizálás el®tti xi,j moltörtek állandóságára iterálunk, de a
γ aktivitási együtthatókat normalizált moltörtekkel kell számítani. Ha a moltörtekmár nem változnak, akkor az SR módszer névadó lépéseként felújítjuk Vj értékeit,majd az anyagmérlegb®l számítjuk az Lj áramokat. (A fázisok szerepe fel
serél-het®.)A Renon-Assilenau-Cohen-Raimbault-féle ISR eljárás (1971) vázlatát mutatjaa 1.28. ábra. A bels® 
iklusban nem egyik vagy másik fázis moláramára alka-lmazzuk az SR-lépést, hanem eleve a fázisarányokat újítjuk föl:

Aj =
V új
j

Lúj
j

=
Vjσ

(V )
j

Ljσ
(L)
jAz így felújított fázisarányokat az anyagmérlegbe helyettesítve az egyik fázis molára-mai (pl. Vj) kiküszöbölhet®k. Ezzel a másik fázis moláramaira (Lj) tridiagonálisegyütthatómátrixú lineáris egyenletrendszert kapunk, ami az ismert módszerrel gy-orsan megoldható. Ezután az Aj fázisarányokkal szorozva kapjuk a másik fázisáramait. A küls® 
iklusban normalizálunk, számítjuk a γ aktivitási együtthatókat,és konvergáltatjuk a Ki,j egyensúlyi arányokat.1.3.6. Egyéb eljárásokSzámos további szimultán és szekven
iális eljárás ismert.A szekven
iális (dekompozí
iós) 
soporthoz tartoznak a tányérról-tányérraszámító eljárások is. Ezeknél be
slést adunk az oszop egyik végén kialakuló
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PSfrag repla
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Lj, Vj konvergált?
Igen
Igen

Nem
Nem Vége

xi,j , yi,j konvergált?
Lj számítása teljes anyagamérlegb®lV új
j = Vjσj , ("Sum of Rates")

x moltörtek normalizálása
y moltörtek számítása: yi,j = Ki,jxi,j

y moltörtek összegzése (σj =∑i yi,j), majd normalizálása
γi,j aktivitási együtthatók számítása mindkét fázisban
Ki,j = γ

(L)
i,j /γ

(V )
i,j

Teljes anyagmérleg alapján számítása

Komponensenként (i) a komponensmérlegekb®l
xi,j kiszámítása (tridiagonális mátrix)

Ki,j egyensúlyi arányok be
sléseVj és Lj be
slése Indulás

1.27. ábra. ISR - Tsuboka-Katayama eljárás vázlata
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Igen
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Nem Vége

γi,j számítása és Ki,j felújításax és y moltörtek normalizálásaLj, Vj konvergált?Vj = AjLj

Lj számítása (tridiagonális mátrix)Aj =
Vjσ

(V )
j

Ljσ
(L)
j

yi,j = Ki,jxi,j , σ(L)
j =

∑

i xi,j , σ(V )
j =

∑

i yi,j

Teljes anyagmérleg alapján számítása

Komponensenként (i) a komponensmérlegekb®l
xi,j kiszámítása (tridiagonális mátrix)

Ki,j egyensúlyi arányok be
sléseVj , Lj és Ki,j be
sléseIndulás

1.28. ábra. ISR - Renon-féle eljárás vázlata
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slés 42termékösszetételre, és innen kiindulva végigszámíthatók az oszlop adatai. Termé-szetesen hibás be
slés mellett valamelyik egyenlet®ség
soport nem teljesül, és ennekalapján felújítjuk a termékösszetételt.A BP-módszer egyik változatában a komponensmérlegeket nem komponensen-ként külön-külön, hanem egyszerre oldjuk meg, ezt a szimultán korrek
ió mód-szerének hívják ("szimultán xi,j -korrek
ió").A teljesen szimultán eljárások és az ismertetett dekompozí
iós eljárások közthelyezkednek el azok a részleges dekompozí
iós eljárások, melyek két egyen-let
soportot oldanak meg szimultán, és a MESH egyenleteket e kett®re és a másikkett®re lebontva hajtanak végre szekven
iális iterá
iós számítást. Így pl. szimultánmegoldhatók az S-H, M-S, M-H egyenlet
soport-párok.Ha dinamikus m¶veleti modellt írunk föl, és tetsz®leges kezdeti állapotból ki-indulva számítjuk a rendszer állapotát az id® függvényében, akkor állandó küls®körülmények (m¶veleti paraméterek) mellett a szimulá
ió várhatóan a rendszerállandósult állapota felé halad. Az ún. relaxá
iós eljárások egyszer¶sített di-namikus modellt alkalmaznak, aminek nem 
élja a folyamat id®beli lezajlásánakpontos követése, de alkalmas az állandósult állapot viszonylag gyors megközelítésére.1.4. Költségbe
slésA tervezett beruházás költségei 
sak a beruházás befejezésekor válnak ismertté.Ebben benne vannak olyan költségelemek is, mint pl. telekvásárlás, helyi adók,szervezett munkabeszüntetés, elemi 
sapások. A m¶szaki jelleg¶ költségek legjobbel®rebe
slését árajánlat-kéréssel nyerhetjük, de a tervezés korai szakaszaiban eznem járható út, mivel még nem tudjuk, milyen elemekre kell ajánlatot kérni, éstúl sok elemre kellene. Vannak aztán olyan jelleg¶ költségek, melyekre nehéz, vagylehetetlen ajánlatot kérni, vagy eleve tudjuk, hogy lényegesen ol
sóbb saját er®b®lmegoldani. Ilyen lehet pl. a vásárolt elem beépítése és beüzemelése, vagy az ügy-intézés költségei.Nagy ipari üzemek és tervez®intézetek katalógust tartanak fenn az általuk ko-rábban beszerzett m¶szaki berendezések árairól és a különféle járulékos költségekr®l(pl. szállítás, alapozás, festés, állványozás, próbaüzem, alkatrész
sere). Gyakranezek a katalógusok sem állnak rendelkezésre, vagy nem adnak kell® tájékoztatást.Ezért aztán különféle, és a tervezés különböz® szakaszaira vonatkozó költségbe
sl®eljárásokat dolgoztak ki.1.4.1. Költségbe
slési szintek és a tervezés költségeiDurván az alábbi tervezési szinteket szokás megkülönböztetni:1. Nagyságrendi be
slés. Más néven: Aránybe
slés. Hasonló folyamatokkorábbi költségadatain alapul, várható pontossága: ±40%. Ehhez durvaközelít® képleteket, idexeket használnak föl.



1.4. Költségbe
slés 432. Tanulmányterv. Más néven: Faktoros be
slés. A folyamatábra és a f®bbberendezések ismeretén alapul, várható pontossága: ±25%.3. El®zetes be
slés. Más néven: Költségkeretet jóváhagyó el®irányzat. Olyanadathalmazon alapul, mely elegend® a költségkeret jóváhagyásához, várhatópontossága: ±12%.4. Döntéshozó be
slés. Más néven: M¶szaki terv alapján készült költség-el®-irányzat. Csaknem teljes tervdokumentá
ión alapul, melyb®l még hiányoznaka m¶szaki rajzok és egyes spe
i�ká
iók, várható pontossága: ±6%.5. Vállalkozói be
slés. Más néven: Részletes költség-el®irányzat. Teljes ter-vdokumentá
ión alapul, beleértve az összes m¶szaki rajzot, spe
i�ká
iókat,helyi bejárást, stb; várható pontossága: ±3%.Magának a költségbe
slésnek a költsége függ nem 
sak a terv mélységét®l (mi-lyen szint¶ tervet kell készíteni), hanem a feladat méretét®l is, melyet legdurváb-ban a tervezett beruházás várható költségével jellemezhetünk. A 1.4 Táblázat1977-es, 1millióUSD és 50millióUSD közötti beruházásokról, a tervezés költségeitezer dollárban adja meg.1.4. táblázat. A tervezés költségei 1977-ben, millió $-banmélység < 1MM$ 1MM- 5MM$ 5MM � 50MM$tanulmány 5�15 12�30 20�40el®zetes 15�35 30�60 50�90döntéshozó 25�60 60�120 100�2301.4.2. Költségbe
slési modellekKapa
itásarányokAzonos id®szakban (azonos évben, vagy id®ben közel épült üzemek esetében) akülönböz® kapa
itású de azonos típusú berendezések vagy akár teljes te
hnológiákköltségei között egyszer¶, bár durván közelít® hatványösszefüggés állapítható meg.Ha a költséget K-val, a kapa
itást C-vel jelöljük, akkor durva közelítésként vehet®:
K1

K2
=

(

C1

C2

)aahol az egyes berendezések a kitev®it tapasztalati adatokhoz illesztjük. Példáulberendezések kapa
itásarány-kitev®it mutatja a 1.5 Táblázat, egyes teljes te
h-nológiák kapa
itásarány-kitev®it a 1.6 Táblázat.Ha egy adott fajtájú berendezés vagy te
hnológia költsége adott kapa
itáson is-mert, és más kapa
itású berendezést kell tervezni, akkor annak költsége az ismertberendezés gyártásának id®szakában ezzel a módszerrel be
sülhet®.



1.4. Költségbe
slés 441.5. táblázat. Egyes berendezések kapa
itásarány-kitev®iberendezés kitev®harangsapkás tányér 1.20vákuum dobszárító 0.20
s®köteges h®
serél® 0.44
entrifugálszivattyú 0.61kever® nélküli bélelt reaktor 0.411.6. táblázat. Egyes te
hnológiák kapa
itásarány-kitev®iberendezés kitev®katalitikus krakkolás 0.85katalitikus polimerizá
ió 0.70oxigéngyártás 0.47a
etiléngyártás 0.75nagynyomású polietiléngyártás 0.90KöltségindexAzonos típusú és azonos kapa
itású, de különböz® id®ben készült gyártások, beruházá-sok összehasonlítására, költségeik átszámítására évtizedek óta költségindexeket vezetneka f®bb szakfolyóiratok. Ezek az indexek valamely bázisévhez viszonyítva közlikegyes szerkezeti anyagok és egyes adott kapa
itású tehnológiák költségarányait azin�á
iórátához vagy a t®zsdeindexekhez hasonlóan. Ha ismert a berendezés költ-sége (K1) egy korábbi évben, és ismert mind annak az évnek, mind a jelen évneka költségindexe (I1, I2) , akkor a mai költség egyszer¶ arányossággal számítható:
K2

K1
=
I2
I1A kapa
itásarány-kitev®k és a költségindexek segítségével együtt tetsz®leges kapa
-itású berendezés vagy tehnológia mai költsége nagyságrendileg be
sülhet®, ha avizsgált id®tartam nem hosszabb, mint 10 év.Különböz® költségindexeket vezetnek a szerelvényekr®l, adott típusú beren-dezésekr®l, anyagokról, bizonyos te
hnológiákról, illetve más, spe
iális területekköltségér®l. A legáltalánosabb költségindexek a következ®k:Marshall & Swift Equipment Index (M&S). Ennek két fajtája az (a) all-industry index, ami az ipar, a kereskedelem, és a háztartási gépek 47 különböz®indexének számtani átlagával képz®dik, és (b) pro
ess-industry index, ami az em-lített 47 index közül a 8 legfontosabb, különböz® iparágakhoz tartozó indexeknek
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ement, vegyianyagok, agyagtermékek, üveg, festék, papír, petróleum, gumi) amegfelel® iparágak teljes termelésével súlyozott átlaga. Kezd®év: 1926.Engineering News-Re
ord Constru
tion Index (ENR). Az ipari fejlesztésekösszetett indexeléséhez a bér- és anyagköltségek változását mutatja. Kezd®év:1976.Nelson Re�nery Constru
tion Index (NRC). Ez nevének megfelel®en azolajipari fejlesztések indexe. Összetev®i: szakmunka, segédmunka, vas és a
él,épít®anyag, egyéb tételek (szerelvények). Kezd®év: 1946.Chemi
al Engineering Plant Cost Index (CE). Ez a vegyiüzemek építésénekösszetett költségindexe. F®bb összetev®i: berendezés, gépek, tartozékok (61%),beüzemelés (22%), építési anyag és munka (7%), mérnöki munka (10%). A beren-dezés, gépek, tartozékok részt további komonensekre bontják. Kezd®év: 1959.folyóirat gyakoriság M&S ENR NRC CEChemi
al Engineering heti X XEngineering News-Re
ord heti XOil and Gas Journal kétheti XKöltségbe
sl® függvényekA nagyságrendinél pontosabb be
slésekhez az egyes berendezések f®bb m¶veletiparaméterei függvényében illeszteni lehet a tapasztalati költségeket. Ezt diagramok-ban vagy közelít® analitikus függvényekben szokás megadni. Például néhány ilyenegyszer¶ összefüggést sorol föl a 1.7 Táblázat, ahol K: költség, H : hosszúság,magasság, D: átmér®, p: terhelési nyomás, A: h®átadó felület ($, m, bar, m2).1.7. táblázat. Egyes hengeres egységek közelít® költségfüggvényeberendezés költségfüggvénytányéros oszlop köpenye K = 460H0.91D0.88p0.18töltött oszlop köpenye K = 1260H0.68D0.96ülepít® K = 8H0.24D0.5p0.18
s®köteges h®
serél® K = 240A0.59katalitikus reaktor K = 100H0.57D1.72p0.76A közelít® költségfüggvények messze alulbe
sülik a költségeket a járulékos tagok�gyelembe vétele nélkül. Attól függ®en, hogy a járulékos tagokat hogyan 
sopor-tosítjuk, és hogyan rakjuk össze ®ket, a durvábban be
sl® faktor-tehnikáról és a�nomabban be
sl® modul-te
hnikáról beszélünk.
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slés 46Faktor-te
hnikaAkkor beszélünk faktor-tehnikáról, ha a járulékos költségeket a te
hnológiában sz-erepl® berendezések árainak összegéhez viszonyítjuk. Vagyis, ha egy te
hnológiábanaz egyes i. berendezések ára Ki, akkor a teljes költség számítása a
K = f

∑

i

Kiképlettel történik.A legegyszer¶bb (és a legels®) faktor-típus a Lang-féle halmazállapot-faktortáb-lázat, mely a te
hnológia egészére vonatkozik (1.8 Táblázat).1.8. táblázat. Lang-faktorokfolyamat típusa faktor (f)szilárd 4.6szilárd és folyadék 4.9folyadék 5.7Számos kísérlet történt az egyetlen f költségfaktor felbontására, hogy pontosabbbe
slést kapjunk. Ilyen pl.:
f = ftfpfmahol ft h®mérsékletfügg®, fp nyomásfügg®, fm aszerkezeti anyagtól függ® faktorok.Modul-te
hnikaAkkor beszélünk modul-tehnikáról, ha a járulékos költségeket a te
hnológiában sz-erepl® berendezésekhez külön-külön rendeljük hozzá, vagyis a teljes költség számításaa
K =

∑

i

fiKiképlettel történik. Ez lehet®vé teszi, hogy az egyes járulékos költségeket (
sat-lakozások, összeköt® 
sövek, szigetelés, festés, alapozás, m¶szerezés) nem átlagosan,hanem az egyes berendezés-típusoktól függ®en adjuk meg.Legismertebb Guthrie költségfelbontása. Az egyes berendezések költsége lebon-tható (1) közvetlen munkaköltségre, (2) közvetlen anyagköltségre, (3) közvetettköltségekre, ezek az ún. els®dleges költségelemek, ezekb®l áll össze a netto mod-ulköltség, amit további járulékok (ún. másodlagos költségelemek) teljes modulkölt-séggé egészítenek ki. Guthrie az egyes készülék
soportokon belül viszonyítási alap-ként készüléktípusokat, azokhoz jellemz® paramétereket is de�niált (méret, anyag,h®fok, nyomás stb.), és az 1968-ban, az USA keleti partvidékén gyártott készülékekárát tekinti referen
iaértéknek.A másodlagos költségelemek:



1.5. Folyamattervezés 47(1) mellékanyagok, segédanyagok költségei: 
s®vezeték, alapozás, kisebb elemek,m¶szerek, elektromos hálózat, h®szigetelés, mázolás(2) építési költségek: anyag beépítése, berendezés elhelyezése, alapozás stb.(3) közvetett költségek: fuvarozás, biztosítás, adó, építkezés rezsije, mérnökimunka, biztonsági tényez®, alvállalkozási díjakA viszonyítási alapköltséget Guthrie az egyes készüléktípusokhoz tartozó össze-függésekkel módosítja a készülék konkrét tulajonságai (paraméterei) szerinti fak-torokkal. Így például a következ® képleteket alkalmazza:Nyomástartó edény: K = KBfmfpLégh¶t®: K = KB(fS + ft + fm)Desztilláló oszlop tányérja: K = KB(fS + ft + fm)H®
serél®: K = KB(ft + fp)fmahol KB a viszonyítási alapköltség, fm készülék szerkezeti anyagától függ® faktor,
fp nyomásfügg® faktor, ft készülék típusától függ® faktor, fS a tányértávolságtólfügg® faktor.1.5. FolyamattervezésMint láttuk, a részletes költségbe
slés, beleértve a tervezést, nagyon költségestevékenység, ezen felül id®igényes is. Tapasztalat szerint azonban a beruházásiötleteknek 
sak kb. 1 százalékát valósítják meg. Ezért nem érdemes minden ötletetés a megvalósítás minden változatát részletesen megtervezni és kiértékelni, hanemolyan döntések sorozatát szokás végrehajtani, melyek már a kezdeti szakaszbankisz¶rik a nagyon gazdaságtalannak látszó megoldásokat, és 
sak az ígéreteseketjuttatják el a részletes tervezés és költségbe
slés szakaszába.A folyamattervezés bonyolultságát és döntési szintjeit Douglas nyomán a benzol
⇒ toluol hidrodealkilezési folyamat példáján érzékeltetjük.A folyamat lényege a toluol hidrogénezése benzollá és metánná, magas h®mér-sékleten és nyomáson. E körülmények között káros mellékreak
ióként a benzoldimerizá
iója is számottev® mértékben játszódik le:

Toluol + H2 → Benzol + CH4

2Benzol ⇋ Difenil + H2A reak
ió katalizátor nélkül, homogén gázfázisban játszódik le kb. 35 bar ny-omáson, 620C és 700C közti h®mérsékleten. Ennél hidegebb közegben a reak
ió túllassú, magasabb h®mérsékleten hidrokrakkolódás következik be. A reaktorbeli kok-szolódás megakadályozásához 5:1 arányú hidrogénfölöslegre van szükség, a reaktorutáni kokszolódás megel®zésére a reaktorból távozó gázelegyet gyorsan 620C alákell h¶teni.



1.5. Folyamattervezés 48Rendelkezésre áll elegend® mennyiség¶ tiszta toluol légköri nymáson és h®mér-sékleten, valamint 38 bar nyomású, szobah®fokú, 5%metán szennyezést tartalmazóhidrogén gáz.Általában a következ® döntési hierar
hia vázolható föl:1. Szakaszos vagy folyamatos üzem2. El®zetes anyagmérleg3. Reaktor és visszaforgatás4. Szétválasztó rendszer általábana. Gázvisszanyer® rendszerb. Folyadékvisszanyer® rendszer5. Energiavisszanyer® hálózat6. Egyéb segédrendszerek, szabályozás7. elhelyezés, vezetékek, stb.A m¶veleti tervezés nagyjából az els® 6 pontot érinti.PSfrag repla
ements
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Reaktor és szétválasztó rendszer

Kompresszor

1.29. ábra. Els® vázlatAz els® elképzelést a 1.29 ábra mutatja. A difenil (D) melléktermék. A vis-szavezetett gázáramot kompresszor nyomja fel a kívánt nyomásra, és az árambólegy részt lefúvatunk, különben a metán felhalmozódna a 
iklusban. A metánt ahidrogént®l 
sak nagyon drágán lehetne elválasztani.A toluol dealkilezésének folyamata els® közelítésben a 1.30 ábra szerinti lehet.A reagenseket el®melegítjük, a reaktor után gyors h®elvonást alkalmazunk. A �ashegységben a komponensek szétválása messze nem elég éles, de a párába kerültbenzolt és toluolt nem nyerjük vissza, gázvisszanyer® rendszert nem alkalmazunk,hanem lefuvatunk. A szokásos ún. stabilizáló oszlopban a folyadékfázisban oldottgázkomponensekt®l szabadulunk meg. Ezt követi legkönnyebb komponensként a
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Toluoloszlop Benzoloszlop Stabilizátor1.30. ábra. Hidrodealkilez® rendszer, 1. változatbenzol, mint f®termék kinyerése. A harmadik oszlop fejében visszanyerjük az elnem reagált toluolt, és fenéktermékként kapjuk a melléktermék difenilt.A folyadékkomponensek tisztítása és visszavezetése többféle is lehet. Lehet®ségvan például a difenil visszavezetésére, mivel az reverzibilis reak
ióban visszaalakul.Ekkor a difenil�toluol elegyet nem kell szétválasztani, és a harmadik oszlop elhagy-ható (1.31 ábra).A toluol hidrodealkilezési példájában a végs® (de még mindig egyszer¶sített)te
hnológiai folyamatábra a 1.32 ábrához hasonló lehet. A tápot ellenáramban areak
iótermékkel el®melegítjük és kemen
ében a reak
ió h®mérsékletére hevítjük.A desztilláló oszlopokat is a reak
iótermékkel forraljuk ki, illetve integráljuk atoluol oszlop kondenzátorát a benzol oszlop kiforralásával. Az e folyamatábrá-nak megfelel® folyamat állandósult állapotát kiszámítani, az egyes egységeket alka-lmasan méretezni nem triviális feladat (ez a tulajdonképpeni �owsheeting). Ugyanezta feladatot el kell végezni az összes ígéretes változatra is.1.6. Ellen®rz® kérdések1. Ismertesse a �owsheeting feladatát és megoldási szemléleteit!2. Mi az a jel-folyam gráf? Miben különbözik a tehnológiai folyamatábrától?
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Toluol oszlop Benzoloszlop Stabilizátor1.31. ábra. Hidrodealkilez® rendszer, difenil�visszavezetéses változat3. A szimultán moduláris számítás matematikailag mit jelent?4. Mik a tervezési változók? Hány van bel®lük adott feladatnál?5. Ciklusmentes számítási sorrend hogyan jelölhet® ki?6. Írja föl a MESH-egyenleteket!7. Sorolja föl az ismertetett oszlopszámító algoritmusokat! (Ellenáramú desztil-lálás, abszorp
ió�deszorp
ió, folyadék�extrak
ió). Melyik hol és mikor alka-lmazható?8. Ismertesse a BP és az SR algoritmusok blokkvázlatát!9. Milyen költségszámító szemléleteket ismer? Ismertesse ezek lényegét!1.7. Javasolt irodalomWesterberg A. W., Hut
hinson H. P., Motard R. L., and WinterP.: Pro
ess Flowsheeting. Cambridge Universities Press, 1979.
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1.32. ábra. Hidrodealkilez® rendszer, integrált változat
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2. fejezetFázisegyensúlyok modellezéseés számítása2.1. Az egyensúly feltételeiEgymással érintkez® (fallal el nem választott) fázisok egyensúlya szükségképpentermikus és me
hanikus egyensúllyal jár együtt, ezért a fázisegyensúly szükségesfeltétele a h®mérsékletek és a nyomások egyenl®sége:
T I = T II (2.1)
pI = pII (2.2)A T és p változók megadása mellett a termodinamikai egyensúlyt a szabadentalpiaszéls®értéke jellemzi, ezért a fázisegyensúlyok számítását a G(T, p) moláris szabad-entalpia-függvény széls®érték-tulajdonságára vezetjük vissza.Ha egymással érintkez® fázisok moláris szabadentalpiája különbözne, akkor afázisok arányának megváltoztatásával 
sökkenteni lehetne a teljes rendszer molárisszabadentalpiáját. Innen következik, hogy a szabadentalpia 
sak úgy lehet min-imális, ha a fázisok moláris szabadentalpiája megegyezik:
GI = GII (2.3)Elegyek esetén a komponensenkénti par
iális moláris szabadentalpia (kémiai poten-
iál) azonossága is szükséges feltétel

µI
i = µII

i (i = 1, 2, . . . , c) (2.4)melyb®l az (2.3) moláris feltétel teljesülése viszont következik. Az (2.1)- (2.4)feltételek szükségesek, de nem mindig elégségesek. A legtöbb gyakorlatiesetben mégis 
sak ezek teljesülését szokás ellen®rizni, mert a széls®érték-feltétel53



2.2. Tiszta anyagok formális termodinamikája 54ellen®rzése nagyon bonyolult. Ennek ellenére egyre gyakrabban ellen®rzik a fázisokstabilitását széls®érték-kereséssel, els®sorban folyadék-folyadék megoszlások és nag-ynyomású fázisegyensúlyok esetében.2.2. Tiszta anyagok formális termodinamikájaA tiszta anyag összefügg® egyensúlyi P�V �T adatai ezen változók háromdimenziósterében az ún. egyensúlyi állapotfelületet alkotják. A termikus állapotegyen-letek az állapotfelület leírására szolgáló összefüggések. p és T rögzítése mellett azegyensúlyi V értéke nem egyértelm¶, ezért az állapotegyenleteket nyomásra szoktukkifejezni:
p = p (V, T ) (2.5)A kalorikus tulajdonságok (U , S, A, G) abszolut értéke részben (az S entrópiakivételével) 
sak egy referen
ia-állapottól való eltérésként értelmezhet®, másrésztpedig a gyakorlatban érdektelen. A referen
ia-állapot 
élszer¶en valamilyen jólismert ideális állapot, pl. tökéletes gáz vagy tökéletes kristály, melynek tulajdon-ságait már ismerjük.Gyakran alkalmazott referen
iaállapot a tökéletes gáz valamely állapota. Atökéletes gáz termikus állapotegyenlete:

p2 =
NkT

v
≡ nNAkT

v
≡ RT

VHa a tiszta anyagok kalorikus tulajdonságainak meghatározását a tökéletesgáztól való eltérés számítására vezetjük vissza, akkor az anyag U egyensúlyi molárisbels® energiáját, S egyensúlyi moláris entrópiáját,H egyensúlyi moláris entalpiáját,
A egyensúlyi moláris szabadenergiáját és G egyensúlyi moláris szabadentalpiáját atökéletes gáz megfelel® adatának és a számított eltérésnek az összege adja:

X = X2 +∆Xahol X tetsz®leges kalorikus tulajdonságot jelöl. Az eltérést azonban többfélekép-pen is de�niálhatjuk, azaz a tulajdonságok felbontása a referen
ia-állapotú tökéletesgáz tulajdonságára plusz eltérésre többféle megállapodás szerint is történhet.Célszer¶ lehet pl. az aktuális nyomás referen
ia-konven
ió, ahol a p∗ referen-
ianyomás az aktuális p nyomással egyenl® (p∗ = p):
X (T, p) = X2 (T, p) + ∆TpXvagyis ahol az eltérés de�ní
iója:
∆TpX ≡ X (T, p)−X2 (T, p)A poten
iálfüggvények számításához a termodinamika alábbi, általánosan érvényesösszefüggéséb®l lehet kiindulni:

(dA)T = −p (T, V ) dV



2.2. Tiszta anyagok formális termodinamikája 55A szabadenergia eltérését megkapjuk, ha a nyomást állandó h®mérsékleten in-tegráljuk moltérfogat szerint a referen
iaállapottól a reális gáz állapotáig:
∆A = −

aktuális állapot
∫referen
ia-állapot p (T, v) dvItt v az integrálás közbeni (index) moltérfogatot, V pedig az adott moltérfogatotjelöli.E két határ közti integrálás nem megy közvetlenül, mert a referen
ia-állapot atökéletes gáz valamely állapota, és a gáz tökéletességét vagy reálisságát nem tudjukváltoztatni a térfogat függvényében. Ellenben végtelen moltérfogat mellett mindenanyag tökéletes gázként viselkedik. Az integrált két részre bontjuk: integrálunk atökéletes gáz egyenlete szerint a referen
iaállapottól végtelen moltérfogatig, majdehhez hozzáadjuk a reális egyenlet szerinti integrált végtelen moltérfogattól az adottmoltérfogatig.Rögzített nyomás referen
ia-konven
ió esetében:

∆Tp∗A = −
V
∫

∞

p (T, v) dv −
∞
∫

V ∗

p2 (T, v) dvahol
V ∗ =

RT

p∗vagyis a referen
ianyomásnak megfelel® moltérfogatú tökéletes gáztól integrálunkaz adott állapotú reális anyagig. A tökéletes gáz egyenlete szerinti integrál azonbannem konvergens. Ezt az akadályt úgy hidaljuk át, hogy a jobboldalhoz hozzá isadjuk az
V
∫

∞

RT

v
dvintegrált, meg le is vonjuk bel®le:

∆Tp∗A = −
V
∫

∞

[

p (T, v)− RT

v

]

dv −
V
∫

∞

RT

v
dv −

∞
∫

V ∗

RT

v
dvAz eredmény:

∆Tp∗A = −
V
∫

∞

[

p (T, v)− RT

v

]

dv −RT ln
V

V ∗

∆Tp∗S = −
(

∂∆Tp∗A

∂T

)

V

=

V
∫

∞

[

∂p (T, v)

∂T
− R

v

]

dv +R ln

(

V

V ∗

)

−R



2.2. Tiszta anyagok formális termodinamikája 56ahol
V

V ∗
=
V p∗

RT
= Z

p∗

pés Z az ún. kompresszibilitás:
Z ≡ pv

NkT
≡ pv

nNAT
≡ pV

RTAktuális nyomás referen
ia-konven
ió esetében annyi a változás, hogy a referen-
ianyomás helyébe az aktuális nyomás értékét írjuk:
∆TpA = −

V
∫

∞

[

p (T, v)− RT

v

]

dv −RT lnZ (2.6)
∆TpS = −

(

∂∆TpA

∂T

)

V

=

V
∫

∞

[

∂p (T, v)

∂T
− R

v

]

dv +R lnZ −RA szabadenergia és az entrópia ismeretében az összes többi kalorikus állapotjelz®el®állítható:
∆U = ∆A+ T∆S

∆H = ∆U +RT (Z − 1)

∆G = ∆A+RT (Z − 1)2.2.1. Globális instabilitás és elkülönülésA mintapéldában a van der Waals-egyenlet redukált alakját használjuk:
π =

8ϑ

3 η − 1
− 3

η2Ennek ϑ = 0, 75 relatív h®mérséklet¶ izotermáját mutatja az 2.1 ábra. Az izoter-mához tartozó egyensúlyi redukált nyomás π◦ = 0, 282463. Az ábrán behúztuk azt avízszintes egyenest, mely ezen a nyomáson a két egyensúlyi fázis (L="Liquid"=fo-lyadék, V="Vapor"=pára) megfelel® redukált moltérfogatát (ηL = 0, 489631 és
ηV = 5, 64305) metszi ki az izotermából. A vízszintes összeköt® szakasz a számí-tott izoterma alatt és fölött azonos területeket határol el. Ezt könny¶ belátni, deez az ismeret utólagos: ha tudjuk, hogy két fázis különül el, akkor a szabálynakteljesülnie kell. Azonban ez a szabály a fázisok elkülönülését nem indokolja.A fázisok szétválását az egyensúlyi termodinamika törvényei szerint 
sak az in-dokolhatja, hogy valamilyen poten
iálfüggvény értéke kedvez®bbé válik. Vegyünkszemügyre egy olyan redukált moltérfogatot, mely a π = 0, 282463 redukált ny-omású vízszintes összeköt® (egyensúlyi) vonal, vagyis a valódi izoterma-szakasz kétvégpontja között van! Ha a (redukált) h®mérsékletet és a (redukált) moltérfogatot
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2.2. ábra. Redukált szabadenergia és egyensúlyi megoszlás



2.2. Tiszta anyagok formális termodinamikája 58rögzítjük, akkor az egyensúlyi állapotra jellemz® az A (Helmholtz -féle) szabadener-gia minimuma. Az 2.2 ábrán felrajzoltuk a ϑ = 0, 75 relatív h®mérsékletheztartozó számított (redukált) szabadenergia-többlet (∆TV A/RT )
∆TV A

RT
= − 9

8ϑη
− ln (η − 1/3)görbéjét. Jól látható, hogy az ηL = 0, 489631 és ηV = 5, 64305 redukált moltér-fogatokhoz közös érint® húzható, és hogy a vizsgált szakaszon a számított sza-badenergia mindenhol nagyobb, mint ami a két széls® pont kombiná
iójából nyer-het®, vagyis a homogén rendszer moltérfogat szerinti fázis-szétválásával az átlagosmoláris szabadenergia 
sökken. Ezért a vizsgált szakaszon a homogén rendszer as¶r¶ség-ingadozásokkal szemben instabil. A valódi szabadenergia-függvény a vizs-gált szakaszon a közös érint®nek az a része, ami a két széls® pontot összeköti.A közös érint® az η = 0 redukált moltérfogatnál a függ®leges tengelyb®l a

−1, 13839 értéket metszi ki. Az általános érvény¶
p = −

(

∂A

∂V

)

Tösszefüggés felhasználásával ellen®rizhet®, hogy a kimetszett érték éppen az ηL =
0, 489631 és ηV = 5, 64305 redukált moltérfogatokhoz tartozó redukált szabaden-talpia-többlet (∆TV G/RT ):

∆TVG

RT
= − 9

4ϑη
+

3η

3η − 1
− ln (η − 1/3)Az 2.3. ábrán felrajzoltuk a ϑ = 0, 75 relatív h®mérséklethez tartozó számí-tott (redukált) szabadentalpia-többlet görbéjét is, valamint a -1,13839 érték¶ vízsz-intes egyenest, mely a szabadentalpia görbéjét éppen az ηL = 0, 489631 és ηV =

5, 64305 redukált moltérfogatoknál metszi. Ez tökéletesen megfelel annak az is-meretnek, hogy mivel az egyensúlyi fázisok h®mérsékletei és nyomásai megegyeznek,a rögzített nyomáshoz és moltérfogathoz kap
solt széls®érték-kritérium, vagyis amoláris szabadentalpia értéke a két fázisban azonos. A moláris szabadentalpiákegyenl®sége a fázisegyensúly szükséges feltétele; az összes moláris szabadenergiaminimuma adott h®fok és moltérfogat mellett a fázisegyensúly elégséges feltétele.2.2.2. Fuga
itás és fuga
itási együtthatóAz (2.3) feltétel teljesülésének ellen®rzéséhez számítani kell a fázisok moláris sza-badentalpiáit. Az ilyen jelleg¶ számítások alapja mindig valamilyen állapotegyen-let.Mivel 
élszer¶en ugyanazt a referen
iaállapotot alkalmazzuk a két fázisnál, ele-gend® az eltérések azonosságának ellen®rzése. Mivel a két fázis h®mérséklete egyen-súlyban megegyezik, teljesülnie kell az alábbi egyenl®ségnek is:
∆GI

RT
=

∆GII

RT
(2.7)
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2.3. ábra. Redukált szabadentalpia és egyensúlyi megoszlásTökéletes gáz esetében a szabadentalpia változása állandó h®mérsékleten:

(dG2)T =
RT

p
dp = RTd (ln p)Ezért a tökéletes gáz szabadentalpiája így is kifejezhet®:

G2 (T, p) = G2 (T, p)−G2 (T, p∗) = RT (ln p− ln p∗) = RT ln
p

p∗
(2.8)A tökéletes gáztól való eltér® viselkedés formálisan úgy is kifejezhet®, hogy a

p nyomás helyébe egy attól eltér® f tulajdonságot írunk, amit (Lewis javaslatára)fuga
itásnak nevezünk:
G (T, p) ≡ RT ln

f

p∗
(2.9)A (2.9) összefüggés a fuga
itás de�ní
iója.(2.8) és (2.9) összevetéséb®l látható, hogy a fuga
itás (logaritmusa) szoros ösz-szefüggésben áll a ∆TPG szabadentalpia-eltéréssel:

∆TPG ≡ G (T, p)−G2 (T, p) = RT ln
f

p
≡ RT lnϕ (2.10)A (2.10) összefüggés egyben a ϕ fuga
itási együttható de�ní
iója:

ϕ ≡ f

p



2.3. Néhány széles körben ismert állapotegyenlet 60Az egyensúly (2.7) szükséges feltétele tehát így is írható:
f I = f II (2.11)vagy

lnϕI = lnϕII (2.12)A (2.12) alakot tiszta anyagok fázisegyensúlyának számításához, a (2.11) alakotmegfelel® kifejtés után (2.5.1. és 2.5.2. alfejezetek) elegyek fázisegyensúlyánakszámításánál alkalmazzuk.Az eltérés-számítások alapján a fuga
itási együttható logaritmusa könnyen kife-jezhet®:
lnϕ ≡ ln

f

p
≡ ∆TPG

RT
≡ ∆TPA

RT
+ (Z − 1) (2.13)Behelyettesítve az (2.6) összefüggést, megkapjuk a fuga
itási együttható logarit-musának számítási képletét:

lnϕ (V, T ) = −
V
∫

∞

[

p (T, v)

RT
− 1

v

]

dv − lnZ + Z − 1 (2.14)Megfelel® alakú állapotegyenlet esetében az integrál zárt összefüggést szol-gáltat, mellyel a fuga
itási együttható logaritmusa a V moltérfogat és a T h®mérsék-let függvényében számítható.2.3. Néhány széles körben ismert állapotegyenletKöbös egyenletekA legels® köbös állapotegyenlet van der Waals híres egyenlete (van der Waals,1873 ):vdW: p =
RT

V − b
− a

V 2
(2.15)Ez merev gömböt tételez fel, aminek következtében az elfoglalt térfogathányad

b/V (ebb®l kiszámítható a megfelel® σ merevgömb-sugár és a b paraméter köztiösszefüggés), míg a második tag vonzó poten
iál hatását fejezi ki. A paraméterekés a kritikus adatok között a következ® összefüggés érvényes:
a =

27

64

R2T 2
c

pc

b =
RTc
8pc
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Zc =

3

8Ezeket behelyettesítve megkapjuk az egyenlet redukált alakját:vdWr: π =
8ϑ

8 η − 1
− 3

η2ami a megfelel® állapotok tételének egyik gyakorlati megvalósítása. A tapasztalatszerint azonban az a paraméter h®mérsékletfügg®: a = a(T ).Az egyenlet a nempoláros anyagok viselkedésér®l kvalitatív leírást nyújt. Szá-mos kísérlet történt az egyenlet javítására, hogy növeljék az egyenlet pontosságát,használhatóságát, és képessé tegyék kvantitatív számításokra is. Ezek közül legin-kább elterjedt az alábbi kett®:Peng és Robinson (1976) egyenlete :PR: p =
RT

V − b
+

a(T )

V 2 + 2bV − b2A Soave (1972) által módosított Redli
h - Kwong (1949) egyenlet (RKS vagySRK egyenlet):SRK: p =
RT

V − b
+

a(T )

V 2 + bVMindkét egyenletben az a = a(T ) függvény felbontható
a(T ) = acα(T )alakban, és az ac, b paraméterek kifejezhet®k a kritikus adatokkal. Például az SRKegyenletben:

ac = 0.42748
R2T 2

c

pc

b = 0.08664
RTc
pcNempoláros anyagokra a h®fokfüggés körülbelüli értéke:

α(T ) =
[

1 +
(

1−
√

Tr

)

f(ω)
]2ahol ω az ún. a
entri
itási tényez® (egy anyagi állandó), melynek de�ní
iójában akritikus h®mérséklet 70%-ának megfelel® h®mérsékleten mért tenzió és a kritikusnyomás hányadosa szerepel:

ω ≡ − log10

(

p◦T=0.7Tc

pc

)

− 1



2.3. Néhány széles körben ismert állapotegyenlet 62az f(ω) függvény alakja pedig:
f(ω) = 0.48 + 1.57ω − 0.17ω2Poláros komponensekre más függvényalak használatos.A köbös egyenletek jól használhatók a kritikus pont környékén és alatta, illetveesetenként lényegesen magasabb nyomáson is. A kritikus görbe alatti szakaszonalkalmasak a tenziógörbe és az egyensúlyi pára moltérfogatának követésére, de afolyadék moltérfogatát (s¶r¶ségét) általában nagy hibával be
sülik. A velük számí-tott folyadéks¶r¶séget korrigálni kell.ViriálegyenletekNem túl s¶r¶ gázok közel tökéletes gázként viselkednek, és nemidealitásuk (reálisgáz jellegük) a tökéletes gáz állapota körüli, s¶r¶ség szerinti sorfejtéssel leírható.Szokásos alakjában a

Z ≡ pV

RTkompresszibilitást fejtjük sorba a ρ = 0 (V = ∞) hely körül, ρ szerint:
Z ≡ pV

RT
= 1 +

∞
∑

n=2

Bn

(

1

V

)n−1A fur
sa együttható-számozást és kitev®t az alábbi, átalakított változat indokolja:Virial: p

RT
=

∞
∑

n=1

Bn

(

1

V

)n

≡ 1

V
+

∞
∑

n=2

Bn

(

1

V

)nA viriálegyenlet együtthatói, vagyis az ún. viriálegyütthatók a ρ = 0 (V =
∞) körüli sorfejtés miatt függetlenek ρ-tól (V -t®l), így 
sak a h®mérséklet füg-gvényei. Az els® viriálegyüttható értéke természetesen B1 = 1, ez a tökéletes gázegyetlen együtthatója. A többi együttható értéke a sorfejtés szabályai szerint

Bn ≡ 1

n− 1

(

∂n−1

∂ρ2

(

p

ρRT

))

ρ=0vagyis az empirikus p�V �T (azaz p�ρ�T ) adatokból az együtthatók értéke és h®-fokfüggése meghatározható. Egyszer¶ modellek (pl. merevgömb modell) eseténaz együtthatók értéke számítható. Az együtthatók h®mérsékletfügg®k: Bn(T ).Különös jelent®sége van a B2(T ) második viriálegyütthatónak, mert ez az els®olyan tényez®, amelyik a tökéletes gáz viselkedést®l való eltérést fejezi ki, és ezértnem túl nagy s¶r¶ségeken ennek befolyása a legnagyobb.A viriálegyenlet tetszés szerinti kitev®ig kifejthet®, és együthatóinak különfélealakú h®fokfüggésével lehet kísérletezni. A BWR egyenlet (Benedi
t-Webb-Rubin,1940 ) még egy exponen
iális taggal is kiegészíti a viriálsort:
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p =

RT

V
+
B0RT −A0 − C0

T 2

V 2
+
bRT − a

V 3
+
aα

V 6
+

C

T 2V 3

(

1 +
γ

V 2

)

exp
(

− γ

V 2

)Ennek az empirikus egyenletnek 7 illesztend® paramétere van, ennek következtébennagyobb s¶r¶ségen, és poláros molekulák esetén is jól illeszkedik a mért adatokhoz.Merevgömb és merevtest alapú egyenletekNagy s¶r¶ség¶ közegek, folyadékok szinte összenyomhatatlanok, ezért ezekre jólhasználható a merevgömb modell. A Per
us-Yevi
k állapotegyenlet:PY(a): p

RT
=

6

π

[

ζ0
1− ζ3

+
3ζ1ζ2

(1− ζ3)2
+

3ζ32 (1− ζ3)

(1 − ζ3)3

]A Per
us-Yevi
k modell egy másik változata szerint enyhén eltér® egyenlet kapható:PY(b): p

RT
=

6

π

[

ζ0
1− ζ3

+
3ζ1ζ2

(1− ζ3)2
+

3ζ32
(1− ζ3)3

]A Carnahan-Starling állapotegyenlet:CS: p

RT
=

6

π

[

ζ0
1− ζ3

+
3ζ1ζ2

(1 − ζ3)2
+
ζ32 (3− ζ3)

(1 − ζ3)3

]A fenti egyenletekben
ζn ≡ πσn

6V
≡ πσnρ

6Az egyenletek egyetlen anyagi paramétere a merev gömb σ sugara.Más hasonló egyenletek is ismeretesek.2.4. Tiszta anyagok pára-folyadék megoszlásaA nyomásra kifejezett, (2.5) alakú állapotegyenlet által leírt modellb®l egyszer¶esetekben hamar eldönthet®, hogy egy megadott [p,T ℄ állapothoz tartozhat-e fázis-megoszlás (2.4 ábra). Ha ugyanis az adott T h®mérsékleten 
sak egyetlen V valós(képzetes részt nem tartalmazó) moltérfogat megoldáshoz tartozik a megadott pnyomás, akkor nin
s moltérfogat szerinti fázisekülönülés.Az ún. köbös állapotegyenletek, vagyis azok, melyek nullára kifejezve V szerintharmadfokú polinom alakúak (ilyen pl. a van der Waals egyenlet is) többek közöttazért népszer¶ek, mert adott T és p értékekhez analitikus képlettel meghatározhatóa három V gyök. Ezek közül egy mindig tiszta valós érték; a maradék kett®pedig vagy két újabb valós érték, vagy két konjugált komplex érték. Tehát vagyegyetlen valós gyök van, vagy három. Az is el®fordulhat, hogy két vagy három valós
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PSfrag repla
ements

T

V

p

p

C
V1 V2 V3

pC
TC

VC2.4. ábra. Köbös állapotegyenlet izotermájának adott p-hez tartozó V -gyökeigyök értéke megegyezik. Ekkor kevesebb valós gyök-értékr®l beszélhetünk, de kissépongyolán ekkor is azt mondjuk, hogy kevesebb valós gyök van.Ha 
sak egyetlen V valós gyök van, akkor a modell szerint az adott T és p mel-lett az anyag egyetlen homogén fázisban, [p,T ,V ℄ állapotban van jelen. Ha három(V1 < V2 < V3) vagy két (V1 < V3) különböz® valós gyök van, akkor megvizsgá-landó, hogy az anyag szétválik-e [p,T ,V1℄ állapotú (folyadék) és [p,T ,V3℄ állapotú(pára) fázisokra, és ha igen, akkor milyen arányban. A köbös állapotegyenletizotermáinak alakja olyan, hogy 
sak a két széls® moltérfogat-gyök tartozhat sta-bil állapothoz, és természetesen a kisebb moltérfogatú (nagyobb s¶r¶ség¶) fázis afolyadékfázis. (Vigyázat: folyadék-szilárd fázisegyensúlynál ez nem szükségszer¶envan így. Például a jég kisebb s¶r¶ség¶, mint a vele egyensúlyt tartó víz.)Hogy a két, [p,T ,V1℄ és [p,T ,V3℄ állapotú hipotetikus fázis egyensúlyt tart-eegymással, azt az (2.3) ill. (2.11) és (2.12) kritériumokkal, a (2.13) fuga
itásiegyüttható-számítási egyenlet felhasználásával ellen®rizhetjük. A számítás és el-len®rzés tehát a következ® lépésekb®l áll:VL0 Algoritmus: Tiszta anyag pára-folyadék megoszlásának ellen®rzéseAdott: T h®mérséklet és p nyomásKeresett: fázisok száma és V moltérfogata1. Ha T > Tc (a kritikus h®mérséklet), akkor egyetlen, szuperkritikus ho-



2.4. Tiszta anyagok pára-folyadék megoszlása 65mogén fázis van jelen, és a számítást befejezzük.Ellenkez® esetben:2. Adott p és T mellett számítjuk az állapotegyegyenlet V gyökeit. Köbösegyenlet esetében vagy egyetlen V valós gyököt kapunk, vagy a V1 < V2 <
V3 valós gyököket, vagy esetleg 
sak a V1 < V3 valós gyököket kapjuk.3. Ha egyetlen V valós gyök van, akkor nin
s fáziselkülönülés. Ha V kisebb,mint a kritikus Vc, akkor a homogén fázist folyadéknak, ellenkez® esetbengáznak vagy párának tekintjük. A számítást befejezzük.Ha több valós gyök van, akkor:4. A V1 gyököt folyadék-moltérfogatnak, a V3 gyököt pára moltérfogatnakfeltételezzük.5. A (2.13) egyenletnek az aktuálisan használt állapotegyenlethez tartozóalakját felhasználva számítjuk a

lnϕ1 ⇐ lnϕ (V1, T ) (2.16a)
lnϕ3 ⇐ lnϕ (V3, T ) (2.16b)hipotetikus folyadék- és pára- fuga
itási együttható logaritmusokat.6. Ha a két számított fuga
itási együttható egy el®re elhatározott hiba-határon belül megegyezik, akkor a V1 és V3 gyököket az összetartozó egyen-súlyi folyadék és pára moltérfogatainak elfogadjuk.A fázisok arányát az adott p és T értékek önmagukban nem határoz-zák meg. A fázisarány meghatározásához ismerni kell a vizsgált rendszervalamely extenzív tulajdonságát is, például a brutto moltérfogatot, vagyentalpiát, vagy bels® energiát. A számítást befejezzük.7. Ha ellenben a két fuga
itási együttható különbözik, akkor a modell szerintaz adott p és T mellett az anyag nem válik szét folyadék- és pára fázisra.(A kapott moltérfogat-gyökök nin
senek egyensúlyban egymással.) Ha

ϕ1 < ϕ3, akkor a homogén fázist folyadéknak, ellenkez® esetben gáznakvagy párának tekintjük. A számítást befejezzük.Ha az állapotegyenlet nem köbös, akkor a moltérfogat-gyököket általában nu-merikusan kell meghatározni.AVL0 Algoritmust önmagában nem szoktuk alkalmazni. Rész-algoritmuskéntszerepelhet a forráspont (vagy ami tiszta anyag esetében ugyanazt jelenti: a har-matpont) meghatározásában. Adott p nyomáson a keresett TB forrásponti (har-matponti) h®mérséklet a T0 Algoritmussal határozható meg:T0 Algoritmus: Tiszta anyag forrásponti h®mérsékleténekmeghatározásaAdott: p nyomásKeresett: TB forrásponti (harmatponti) h®mérséklet1. Ha p > pC (a nyomás a kritikusnál nagyobb), akkor nin
s forráspont, aszámítást befejezzük.2. Egy T < TC (kritikus h®mérsékletnél kisebb) értékkel be
süljük a for-rásponti h®mérsékletet.



2.5. Elegyek formális termodinamikája 663. Végrehajtjuk a VL0 Algoritmust.4. Ha aVL0 Algoritmus egyensúlyi fázismegoszlást igazolt, akkor TB ⇐ T ;a számítást befejezzük.5. Ellenkez® esetben módosítjuk T értékét, és visszatérünk a 3. pontra.A T0 Algoritmus nyitott kérdése az 5. pontban említett módosítás. A kere-sett gyök közelében a (2.16a) és (2.16b) képletekkel számított fuga
itási együtt-hatók különbsége vagy aránya, ill. a logaritmusok különbsége a T h®mérsékletfüggvényében monoton változik, és ennek alapján a legegyszer¶bb felez® eljáráshasználható.Keresehetjük adott T h®mérséklet mellett a forrásponti (harmatponti) pB nyo-mást is. Ekkor pB értékét be
süljük valamilyen p < pC értékkel, és p függvényébenellen®rizzük a fuga
itások egyenl®ségét:P0 Algoritmus: Tiszta anyag tenziójának meghatározásaAdott: T h®mérsékletKeresett: pB forrásponti (harmatponti) nyomás1. Ha T > TC , akkor nin
s forráspont, a számítást befejezzük.2. Egy p < pC értékkel be
süljük a forrásponti nyomást.3. Végrehajtjuk a T0 Algoritmust.4. Ha a T0 Algoritmus egyensúlyi fázismegoszlást igazolt, akkor pB ⇐ p;a számítást befejezzük.5. Ellenkez® esetben módosítjuk p értékét, és visszatérünk a 3. pontra.A gyakorlatban a fenti számításokat ritkán alkalmazzák, mert tiszta anyagok es-etében az egyensúlyi forráspontgörbe, illetve tenziógörbe (g®znyomásgörbe) egyvál-tozós függvénnyel közelíthet®. A legismertebb ilyen közelítés a Clausius-Clapeyronegyenletb®l némi módosítással származtatott Antoine-összefüggés:Antoine: ln p = A− B

T + Cahol A, B és C az adott tiszta anyag mért tenziógörbéjére illesztett állandók.Ennek ellenére a fenti algoritmusok fontosak, mert elegyek esetében is ezekhezhasonló algoritmusokkal határozhatjuk meg a forrásponti (buborékponti) és har-matponti h®mérsékletet ill. nyomást.2.5. Elegyek formális termodinamikája2.5.1. Ideális elegyekReális anyagok (nem tökéletes gázok) ideális elegyét azzal a tulajdonsággal de�niáljuk,hogy az egyes komponensek tökéletes gáz viselkedést®l való eltérését nem befolyá-solja a többi komponens mássága. Ez azt jelenti, hogy adott N összes moleku-laszám esetén az Ni darab i-típusú molekula viselkedése nem függ attól, hogy a



2.5. Elegyek formális termodinamikája 67többi N − Ni darab molekula milyen típusú. Ennek következtében adott moltér-fogaton és h®mérsékleten a komponens ugyanazt a (rész-)nyomást és bels® energiátmutatja, mint tiszta állapotban. Ennek megfelel®en a bels® energia és a nyomás atiszta komponensek szerinti értékek összege, illetve a bels® energia fajlagos értékea tiszta komponensek megfelel® értékeinek moltört szerinti átlaga:
U id (V, T,y) =

c
∑

i

yiU
◦
i (V, T )

pid (V, T,y) =

c
∑

i

yip
◦
i (V, T )ahol a fels® ◦ index a tiszta anyagra, mint elegyítési referen
iaállapotra utal. Nem-elektrolitok elegyeinél és nem nagyon kis oldékonyságok esetében ez legtöbbször atiszta anyagot jelenti, azonban abszorp
ió és szilárd anyagok, els®sorban elektroli-tok oldatainak vizsgálatánál ez a referen
iaállapot nem feltétlenül a tiszta anyag(lásd: 2.5.4. és 2.5.5. alfejezet)!Fordítva, rögzített nyomás mellett a térfogatok összegz®dnek:

V id (p, T,y) =

c
∑

i

yiV
◦
i (p, T )Az entrópiának azonban még tökéletes gázelegyben is van elegyítési járuléka.Ideális elegyben az elegyítési járulék ett®l nem térhet el, ezért ideális elegy en-trópiája, szabadenergiája és szabadentalpiája így adható meg:

Sid =

c
∑

i

yiS
◦
i −R

c
∑

i

yi ln yi

Aid =

c
∑

i

yiA
◦
i +RT

c
∑

i

yi ln yi

Gid =

c
∑

i

yiG
◦
i +RT

c
∑

i

yi ln yiés mivel a szabadentalpia a kémiai poten
iálok összege, vagyis a moláris szabaden-talpia a kémiai poten
iálok átlaga, ideális elegyben a komponens kémiai poten
iálja:
µid
i = µ◦

i +RT ln yiahol a tiszta komponens kémiai poten
iáljára a (2.9) összefüggés szerint írhatjuk:
µ◦
i ≡ G◦

i ≡ RT ln
f◦
i

p∗



2.5. Elegyek formális termodinamikája 68(A számlálóban a tiszta komponens fuga
itása szerepel az aktuális h®fokon és ny-omáson.)A komponensek ideális elegyben érvényes f id
i par
iális fuga
itását ezértígy de�niálhatjuk:

µid
i ≡ RT ln

f id
i

p∗
≡ RT ln

f◦
i

p∗
+RT ln yi ≡ RT ln

yif
◦
i

p∗
(2.17)Ennek megfelel®en ideális elegyben a par
iális fuga
itás így írható:

f id
i = yif

◦
i ≡ yiϕ

◦
i pInnen következik, hogy ideális elegyben a ϕid

i par
iális fuga
itási együtthatómegegyezik a tiszta anyag fuga
itási együtthatójával:
ϕid
i ≡ f id

i

yip
=
f◦
i

p
≡ ϕ◦

iTökéletes gázok ideális elegyében, vagyis tökéletes gázelegyben a tiszta kom-ponens fuga
itása helyett a nyomás áll, és ekkor a fuga
itási együttható értékeegységnyi:
f2,id
i = yip

ϕ2,id
i = ϕ2,◦

i ≡ 12.5.2. Nemelektrolitok reális elegyeiA komponens kémiai poten
iálját reális elegyben is a (2.17) szerinti:
µi ≡ RT ln

fi
p∗

(2.18)alakban írjuk föl, de most az id fels® index elmaradása jelzi, hogy a reális elegy-ben érvényes fi par
iális fuga
itást alkalmazzuk (ez fi de�ní
iója). A p∗ ny-omás mindig az aktuális referen
ianyomás (ez akár az aktuális nyomás is lehet). Agyakorlat szempontjából lényeges kérdés, hogy a p�V �T�y adatokból milyen mod-ellel kapunk par
iális fuga
itást, mint a felsorolt változók függvényét. A (2.18)összefüggés által de�niált par
iális fuga
itást két eltér® úton is származtathatjuk:1. A tiszta anyag ϕ◦
i fuga
itási együtthatója és az ideális elegyben érvényes

ϕid
i fuga
itási együttható helyett bevezetjük a reális elegyben érvényes ϕipar
iális fuga
itási együtthatót:

fi ≡ yiϕipA reális elegyben érvényes fi par
iális fuga
itás (közvetetten tehát a kémiaipoten
iál) számításához jó kiindulási pont, vagy az elegyítéssel járó hatá-sok számításának jó referen
ia-pontja lehetne az ideális elegyben számított



2.5. Elegyek formális termodinamikája 69par
iális fuga
itás, f id
i . (Az aktivitási együttható módszer, lásd alább, eztki is használja.) A ϕi par
iális fuga
itási együttható bevezetésével azonbanmegsz¶nik a hivatkozás az ideális elegyre mint alkalmas referen
ia-pontra, éshelyette a tökéletes gázhoz viszonyítunk.A par
iális fuga
itási együtthatónak nem 
sak a térfogat és h®mérséklet,hanem az öszetétel hatását is �gyelembe kell vennie (éppen ezért vezetjükbe). A par
iális fuga
itási együttható számításához olyan állapotegyenletrevan szükség, amiben az összetétel is változóként szerepel:

p = p (V, T,y)A (2.14) összefüggéssel analog kifejezés a következ®:
lnϕi (V, T,y) = −

V
∫

∞

[

1

RT

(

∂ [np (T, v,y)]

∂ni

)

T,(nv),n̂i

− 1

v

]

dv− lnZ (2.19)ahol a moltörtek helyébe a de�ní
ió szerinti
yi ≡

ni
c
∑

j=1

nj

≡ ni

nkifejezést helyettesítjük. A di�eren
iálás közben nem a v moltérfogatot,hanem az nv össztérfogatot kell állandó értéken tartani, ahol most v az inte-grálási változót jelenti.A fuga
itási együttható alkalmazhatósága azon múlik, hogy milyen állapot-egyenletet, mint modellt tudunk alkotni. Az egyenletek alakját általábanaz összetételt®l független meggondolások alapján alkotják meg, és néhánykivételt®l (mint pl. a merevgömb állapotegyenletekt®l) eltekintve semmilyenútmutatást nem kapunk bel®lük az összetételi függésre nézve. Általánosan,bár nem kizárólagosan alkalmazott szemlélet szerint ezért az egyenletek alakjátváltozatlanul hagyva a modell paramétereinek összetételfüggését vezetjük be.Vagyis, ha a tiszta anyag állapotegyenlete az a, b, c, . . . stb. illesztend®paramétereket tartalmazza, alakja tehát valójában
p = p (V, T ; a, b, c, . . . ) (2.20)akkor az a, b, c, . . . stb. paramétereket tekintjük összetételfügg®nek:

a = a(y), b = b(y), c = c(y), stb. (2.21)Ezen függvények alakját közelít®en be
sülni lehet, s®t, bizonyos anyagpárokés nem túl s¶r¶ gázok esetében értékét a tiszta anyagok megfelel® a, b, c,. . . stb. illesztend® paraméterei alapján közelít®en számítani is lehet. A (2.20)és (2.21) képletekkel jellemzett szemlélet lényegében az adott y összetételhez



2.5. Elegyek formális termodinamikája 70rendeli az a, b, c, . . . stb. paraméterek aktuális értékét, és ezzel egy �ktívtiszta anyagot rendel az y összetételhez, melynek saját, (2.20) alakú állapot-egyenlete van. Ezért a fenti szemléletmódot ill. kezelésmódot egyfolyadék-modellnek vagy konformis oldat modellnek is nevezzük.2. Az idealitástól való eltérés mértékéül bevezetjük a γi aktivitási együt-thatót:
fi ≡ γif

id
i ≡ γiyif

◦
i (2.22)Közvetlenül látható, hogy az aktivitási együttható a reális anyagok ideáliselegyét®l való eltérést fejezi ki. Ennek megfelel®en, általánosan alkalma-zott szemlélet szerint a γi aktivitási együttható feladata 
sak az összetételhatásának leírása, és nem kell számot adnia a p�V �T összefüggésr®l, pon-tosabban a térfogatváltozásnak az elegy tulajdonságaira gyakorolt hatásáról.Ez olyan egyszer¶sítés, ami els®sorban a kis térfogatváltozásokat felmutatófolyadékelegyek (és ritkábban: szilárd elegyek) leírására alkalmas.A h®mérséklet hatását nem lehet elhanyagolni, de mivel tapasztalat szerintaz aktivitási együttható ala
sony nyomásokon vagy nem túl széles nyomástar-tományban viszonylag ki
siny nyomásfüggést mutat, az aktivitási együtthatómodellek 
sak az összetétel és a h®mérséklet hatását fejezik ki:

γi ≈ γi (x, T ) (2.23)ahol a gáz ill. pára állapottól való megkülönböztetésül a folyadékbeli moltörteket
x-szel jelöltük, és kés®bb is ezt a jelölést alkalmazzuk.Az aktivitási együttható modellek az elegyítési többlet-szabadentalpia

∆EG ≡ G−Gid = G−
c
∑

i=1

xiG
◦
i −RT

c
∑

i=1

xi lnximodelljeib®l vezethet®k le, ahol az E fels® index az ex
ess (többlet) szórautal.A par
iális fuga
itási együttható és az aktivitási együttható ugyanazon par
iálisfuga
itás leírására szolgál, és értékük nem független:
yiγif

◦
i ≡ fi ≡ yiϕipAlkalmas állapotegyenletb®l tehát aktivitási együtthatót lehet számolni, illetve al-kalmas aktivitási együttható modellb®l és a tiszta komponens fuga
itásának alka-lmas modelljéb®l par
iális fuga
itást lehet számolni.A vizsgált komponens aktivitásának nevezik a par
iális fuga
itás és a referen
i-aállapot (legtöbbször tiszta anyag) fuga
itásának hányadosát:
ai ≡

fi
f◦
i



2.5. Elegyek formális termodinamikája 71ami kifejezhet®, mint az aktivitási együttható és a moltört szorzata:
ai ≡ γixiA kémiai poten
iál ezzel így is írható:

µi = µ◦
i +RT ln ai2.5.3. Az aktivitási együttható közelítésének korrek
ióiAmikor a folyadékelegyben valamely komponens fuga
itását aktivitási együttható-val fejezzük ki, akkor általában kétféle elhanyagolást alkalmazunk:1. Az aktivitási együttható modellek (2.23) alakja miatt a modellek nem fejezikki az együttható nyomásfüggését. Ehelyett a modell paramétereit valamilyen

paref referen
ia-nyomáson (pl. atmoszférikus nyomáson) határozzuk meg, ésaz aktivitási együtthatót 
sakis ezen a nyomáson számítjuk. Eltér® aktuálisnyomás esetében a paref referen
ia-nyomáson számított
fL
i

(

T, paref ,x
)

≡ γi (T,x)xif
◦,L
i

(

T, paref
) (2.24)fuga
itást számítjuk át az aktuális nyomásra:

fL
i (T, p,x) ≡ fL

i

(

T, paref ,x
)

ξ (2.25)ahol a ξ korrek
ió elvben az alábbi integrállal számítható:
ln ξ =

p
∫

paref

V L
i (T, π,x)

RT
dπ (2.26)A ξ korrek
ió számításhoz állapotegyenletre lenne szükség, ehelyett azonbanközelítést alkalmazunk, lásd alább.2. Mivel az aktivitási együttható módszerét folyadékok esetében alkalmazzuk, atiszta komponens fuga
itását 
élszer¶ el®ször a rendszer h®mérsékletén és atiszta komponens egyensúlyi g®znyomásának (tenziójának) megfelel® nyomá-son számítani, majd ezt az értéket átszámítani az (2.24) - (2.26) összefüg-gésekben alkalmazott paref referen
ia-nyomásra. Az adott T h®mérséklet-nél mérhet® p◦i egyensúlyi g®znyomáson ugyanis a tiszta folyadék éppenegyensúlyban van párájával, és így a pára fuga
itását helyettesíthetjük be:

f◦,L
i (T, p◦i (T )) = f◦,V

i (T, p◦i (T )) = ϕ◦,V
i (T, p◦i (T )) p

◦
i (T )

fL
i

(

T, paref
)

= ηf◦,L
i (T, p◦i (T ))



2.5. Elegyek formális termodinamikája 72ahol az η korrek
ió elvben az alábbi integrállal számítható:
ln η =

paref
∫

p◦i

V ◦L
i (T, π)

RT
dπ (2.27)Az átszámításhoz állapotegyenletre lenne szükség, azonban ehelyett is köze-lítést alkalmazunk.A (2.26) ln ξ és a (2.27) ln η összefüggésekben szerepl® térfogatokat folyadékál-lapotban közelít®en állandónak tekinthetjük, és így az integrálás elvégezhet®. Továbbiközelítésként feltehetjük, hogy a (2.26) összefüggésben szerepl® V L

i elegybeli par-
iális moláris térfogat nem nagyon különbözik a tiszta anyag (2.27) összefüggésébenszerepl® V ◦L
i moltérfogatától, így az ln ξ képletébe is a tiszta anyag V ◦L

i moltér-fogatát helyettesíthetjük. Ezzel kapjuk a két korrek
ió összevont közelít® alakját,melyet megalkotójáról Poynting -korrek
iónak hívunk:
ln ηξ ≈

p
∫

p◦i

V ◦L
i (T, π)

RT
dπ ≈(p− p◦i (T ))V

◦L
i (T, p)

RT

lnP ≡(p− p◦i )V
◦L
i (T, p)

RTEzzel a reális folyadékelegybeli komponens par
iális fuga
itása:
fL
i (T, p,x) ≈ γi (T,x)xiϕ

◦,V
i (T, p◦i (T )) p

◦
i (T )P (2.28a)vagy röviden:

fL
i ≈ γixiϕ

◦
i p

◦
iP (2.28b)A Poynting-korrek
ióban alkalmazott elhanyagolás korrek
iója maga is egy ko-rrek
ió korrek
iója lenne, ezért használható a közelítés. A referen
ianyomás a(2.28a)-(2.28b) összefüggésben nem szerepel, mert integráláskor kiesett. Ezértszámolni nem kell vele, hanem 
sak az aktuális nyomással és a vizsgált kompo-nens tenziójával. A pára fuga
itási együtthatója az aktuális h®mérsékleten és amegfelel® tenzió nyomásán értend®, és értéke ala
sony nyomásokon (közel tökéletesgáz viselkedés mellett, nemasszo
iáló g®zök esetében) elhanyagolható, egységnyinekvehet®. A gyakorlatban kb. 5 bar nyomás alatt és nemasszo
iáló pára esetébenszoktuk értékét elhanyagolni. A tenzió a h®mérséklet függvénye. A Poynting-korrek
ió akkor hanyagolható el, ha nem túl nagy az aktuális nyomás és a tenzióközti különbség. Kis nyomásokon a különbség is ki
si. Közönséges h®mérsékleteken

RT viszonylag nagy érték, a V ◦
i folyadékmoltérfogat pedig ki
si. A Poynting-korrek
ió alkalmazására kis nyomásokon, közönséges komponensek esetében ritkánvan szükség.



2.5. Elegyek formális termodinamikája 732.5.4. Az aszimmetrikus aktivitási konven
ió. Henry-állandóFolyadékelegyben a komponens par
iális fuga
itásának (2.28b) egyenlet szerintiszámításához ismerni kell a tiszta komponens p◦i egyensúlyi g®znyomását a h®mérsék-let függvényében. Ez a g®znyomás (tenzió) 
sak a kritikus h®mérséklet alatt létezik,mivel tiszta anyag 
sak a kritikus h®mérséklet alatt oszlik meg folyadékra és párára(g®zre). Elegyek esetében azonban el®fordul, hogy párájával egyensúlyt tartó folyadék-ban olyan komponensek is vannak, melyeknek kritikus h®mérséklete ala
sonyabb azaktuális h®mérsékletnél (nemkondenzálódó gázok). Tipikusan ilyen eset a kritikush®mérséklet feletti gázok oldódása folyadékban, például a leveg® alkotórészei is ígyoldódnak a vízben légköri nyomáson és h®mérsékleten.Ilyen esetekben nem 
élszer¶ a nemkondenzálódó komponens reális elegybelitulajdonságait a tiszta komponens tulajdonságaitól való eltérésként számítani, merta tiszta komponens nem létezik folyadékállapotban. Ehelyett használható az amódszer, hogy az ellenkez® véglethez, a komponens jelen-nem-létének állapotáhozviszonyítunk. Ezt az állapotot 
élszer¶ határértékként, az ún. végtelen hígításállapotának tekinteni. Míg tehát az aktivitási együttható (2.22) egyenlet szerintide�ní
iója (ún. szimmetrikus konven
ió) esetében az együttható a tiszta folyadékesetének határértékében veszi föl az egységnyi értéket:
lim
xi→1

γi = 1 (2.29)addig az ún. aszimmetrikus konven
ió esetében a végtelen hígítású határesetbenlesz értéke egységnyi:
lim
xi→0

γ̂i = 1 (2.30)Ez egyben azt jelenti, hogy a fels® ◦ indexszel jelzett referen
ia-állapot helyett afels® ∞ index¶ f∞
i végtelen hígítású elegyítési referen
ia-állapotot vezetjük be.Mivel ezt a konven
iót éppen híg oldatok leírására alkalmazzák, az aktivitásiegyüttható értéke legtöbbször egységnyinek vehet®.A nemkondenzálódó gázok folyadékbeli oldódásának leírásakor f◦,L

i helyett f∞,L
i-t használunk, amit hagyományosan a Hi -vel jelölünk. Ez a Hi a (h®mérséklet-és kismértékben összetétel-függ®) Henry-"állandó", amit az alábbi határértékkelde�niálunk:

f∞,L
i ≡ Hi ≡ lim

xi→0

fL
i

γ̂ixi
≡ lim

xi→0

fL
i

xiA Henry-"állandó" összetétel-függése nem azt jelenti, hogy a vizsgált kom-ponens (töbnyire nagyon ki
si) kon
entrá
iójától, hanem hogy a kondenzálódókomponensek (vagyis az oldószer-komponensek) molarányaitól függ, ha egyszerretöbb oldószer-komponens van jelen. Ugyanúgy, ahogy a szimmetrikus konven
ió es-etében nem ismert, az asszimetrikus de�ní
iójú aktvitási együttható esetében semismert a nyomásfüggés alakja, ezért a Henry-"állandót" valamilyen paref referen
ia-nyomáson lehetne els® közelítésben meghatározni. A par
iális fuga
itás tehát leg-egyszer¶bben a paref referen
ianyomáson írható föl:
fL
i

(

paref
)

= γ̂ixiHi

(

paref
) (2.31)



2.5. Elegyek formális termodinamikája 74AHenry-"állandót" azonban adott h®mérsékletenmérjük, ami egyben meghatározzaa kondenzálódó j komponensek tenziójának megfelel® együttes par
iálisnyomást, tehát a Henry-"állandót" ezen a nyomáson ismerjük:
Hi (T ) = Hi

(

p◦∀j
)ahol

p◦∀j (T ) ≡
∑

∀j:kond.xjp◦j (T )(j az összes kondenzálódó komponens indexén fut végig.) A nemkondenzálódó gázkis kon
entrá
iója ellenére nagy tenziót képviselhet a folyadékelegy fölötti térben,vagyis a p◦∀j tenzió nagymértékben eltérhet a rendszer nyomásától. Ezért a Th®mérsékleten mért vagy számolt Henry-"állandót" a p◦∀j tenzióról át kell számítania (2.31) egyenletben szerepl® paref referen
ia-nyomásra:
ln fL

i

(

paref
)

= ln γ̂i + lnxi + lnHi (T ) +

paref
∫

p◦∀j

V∞
i

RT
dπAz integrál alatt a nemkondenzálódó komponens végtelen hígítású határeset-ben kapott par
iális moltérfogata szerepel. Az aktuális nyomásra a szokott módonszámíthatjuk át a par
iális fuga
itást, és az integrálok összevonásával a következ®eredményre jutunk:

ln fL
i (p) = ln γ̂i + lnxi + lnHi (T ) +

p
∫

p◦∀j

V∞
i

RT
dπA paref referen
ia-nyomás most sem szerepel az összefüggésben. A nemkonden-zálódó gázkomponens kon
entrá
iója általában nagyon ki
si, és (2.30) értelmébenaz aktivitási együttható értéke egységnyinek vehet®. A végtelen hígításban vettpar
iális moltérfogat konstanssal közelíthet®. Így végül:

ln fL
i (p) ≈ lnxi + lnHi (T ) +

(

p− p◦∀j

)

V∞
i

RTahol az utolsó tag az aszimmetrikus konven
iónak megfelel® Poynting-korrek
ió.2.5.5. Elektrolit-oldatok. Ozmotikus tényez®.Az elektrolit oldatoknak, a gyakorlatban els®sorban elektrolitok vizes oldatainakkon
entrá
ióját hagyományosan nem moltörtekkel, hanem az mi molalitásokkalfejezik ki:
mi ≡

ni

nWMW



2.5. Elegyek formális termodinamikája 75ahol a W index az oldószerre, általában a vízre (water, Wasser) utal, és MW azoldószer molekulasúlya kg/mol egységben. Vagyis a molalitás dimenziója: (mololdott anyag)/(kg oldószer). A kémiai poten
iálban
µi = µref

i +RT ln aimost az aktivitást
ai = γ̃imi (2.32)alakban fejezzük ki, ahol a fels® hullámvonás jelzi, hogy az aktivitás molalitáshoz,és nem moltörthöz tartozik. Az oldott komponens kémiai poten
iáljának referen-
iaállapota nem a tiszta anyag (ami legtöbbször nem létezik az adott h®fokon ésnyomáson), hanem a végtelen hígítású állapot:
lim

mi→0
γ̃i = 1 (2.33)Ennek megfelel®en az ideális elegyben érvényes aktivitás így fejezhet® ki:

µid
i = µ∞

i +RT lnmiahol a fels® ∞ index a végtelen hígítású oldat állapotára utal.Az oldószernek nin
s molalitása, mert az a de�ní
ió szerint állandó, 1/MWlenne. Ezért az oldószer aktivitását a (2.29), moltörthöz kötött szimmetrikus kon-ven
ióval de�niálhatjuk, vagyis
µid
W = µ◦

W +RT lnxW

1− h logaritmusa |h| ≪ 1 esetében jól közelíthet® −h-val:
lnxW = ln



1−
∑

i6=W

xi



 ≈ −
∑

i6=W

xi [= − (1− xW )]ezért kis kon
entrá
iók esetében az oldószer ideális elegybeli kémiai poten
iálja ígyírható:
µid
W = µ◦

W −RT (1− xW ) = µ◦
W −RT

∑

i6=W

xiKis kon
entrá
iók esetében közelít®en, a végtelen hígítás határesetében pedigegzaktul igaz az alábbi egyenl®ség:
xi ≈

ni

nWezért a nagyon (végtelenül) híg ideális elektrolit-oldatban az oldószer kémiai poten-
iálját
µid
W = µ◦

W −RT
1

nW

∑

i6=W

ni



2.6. Elegyek állapotegyenletei 76alakban, az ilyen oldat szabadentalpiáját pedig a molszámok függvényében a következ®alakban lehet felírni:
gid = nW



µ◦
W −RT

1

nW

∑

i6=W

ni



+
∑

i6=W

[

ni

(

µ∞
i +RT ln

ni

nWMW

)]Azt a tényt, hogy az aktuális oldat sem nem végtelenül híg, sem nem ideális,az oldott komponensek esetében a (2.32) és (2.33) összefüggésekkel de�niált, mo-lalitáshoz kap
solt (fels® hullámvonallal megkülönböztetett) aktivitási együttható,az oldószer esetében pedig hagyományosan egy ún. φ ozmotikus tényez® fejeziki:
µi = µ∞

i +RT ln (γ̃imi)

µW = µ◦
W −RT

φ

nW

∑

i6=W

ni

g = nw



µ◦
W −RT

φ

nW

∑

i6=W

ni



+
∑

i6=W

[

ni

(

µ∞
i +RT ln

γ̃ini

nWMW

)]Az elegyítési többlet-szabadentalpia modellek alapján a fenti aktivitási együtt-ható és ozmotikus tényez® h®mérséklet- és összetételfüggését lehet meghatározni.2.6. Elegyek állapotegyenleteiMerevgömb elegyekMerev gömbök esetén az egyenletek különböz® átmér®j¶ gömböket tartalmazó el-egyekre is levezethet®k. Csak az egyenletekben szerepl® ζ kifejezések változnakmeg:
ζn =

π

6

∑

i

σn
i

Vi
≡ π

6

∑

i

(σn
i ρi)Konformis oldatok, elegyparaméterekKonformis oldatokról beszélünk, ha az adott összetétel¶ elegy viselkedése jól leírhatóugyanolyan alakú állapotegyenlettel, mint komponenseinek viselkedése. Ez nyilvánakkor lehetséges, ha a komponensek viselkedése is leírható egyforma alakú állapot-egyenlettel. Ez konkrétan azt jelenti, hogy ha az egyes i komponensek állapote-gyenletében az ai, bi, ci, stb. paraméterek szerepelnek, akkor megadhatók az elegyállapotegyenletében érvényes a, b, c, stb., ún. elegyparaméterek az összetétel füg-gvényében. Az elegyparaméterek összetételfüggését leíró egyenleteket elegyítésiszabály-nak nevezik.



2.6. Elegyek állapotegyenletei 77Ez a közelítés várhatóan akkor alkalmazható, ha az egyes komponensek köztiköl
sönhatások (beleértve az azonos és különböz® fajtájú molekulák közti köl
sön-hatásokat is) nem nagyon különböznek egymástól, vagyis az elegy viselkedése nemnagyon tér el az ideális elegy viselkedést®l.A köbös egyenletek b paramétere merev gömbre jellemz®, térfogat-dimenziójúparaméter, ezért jól alkalmazható a számtani átlag, van der Waals javaslata szerint:
b =

∑

i

xibi (2.34)Ha azonban a molekulák mégsem viselkednek merev gömbként, és összenyomhatóságukpárfügg®, akkor páronkénti bij paramétereket kell bevezetni, pl. így:
b =

∑

i

∑

j

xixjbijA köbös egyenletek a paraméterére ugyan
sak van der Waals a következ® sz-abályt javasolta:
a =

∑

i

∑

j

xixjaij (2.35)ahol az aij páronkénti vonzási paraméterek szerepelnek.Közel ideális elegyekben a vegyes index¶ (ún. kereszt-) paraméterek a tisztaanyagok paramétereib®l be
sülhet®k (ún. keverési szabályok). A be
slésre iskülönféle javaslatok merültek fel. Így pl. a b paraméter be
slésére alkalmazhatjuka négyzetes vagy köbös átlagot:
bij =

(√
bi +

√

bj

2

)2

bij =

(

3
√
bi + 3

√

bj

2

)3vagy hasonló közelítést. Számtani átlagot alkalmazva a (2.34) összefüggéshez ju-tunk.Az a paraméter szokásos be
slése:
aij =

√
aiaj(bár itt is lehetne mást alkalmazni). Ha az elegy viselkedése ett®l enyhén eltér,akkor a kereszthatásokat egy kij , ún. köl
sönhatási paraméterrel lehet �gyelembevenni:

aij = (1− kij)
√
aiaj (2.36)Ezt a köl
sönhatási paramétert az elegy mért adataihoz kell illeszteni.



2.7. Elegyítési többlet modellek 78Elegyek fázisegyensúlyainak számításánál különösen fontos az összetétel hatása.Ezért a köl
sönhatási paraméter összetételfüggésére különféle közelítésekkel próbálkoz-tak. Ilyenek pl:
kij = k◦ij +m(xi − xj)

kij = xihij + xjhji

kij = k◦ij + nij(xi + xj)
hijxi − hjixj
hijxi + hjixjAz utóbbi egyenlet alkalmasnak bizonyult arra, hogy biner köl
sönhatási paraméterekkelmegjósolja terner rendszer pára-folyadék egyensúlyi viselkedését.Ugyan
sak a kon
entrá
iófüggés leírását 
élozza az ún. lokális kon
entrá
iókalkalmazása az (2.35) összefüggés módosításával:

a =
∑

i

∑

j

xiwjiaji

wji ≡
τijxj
∑

k

τikxkA különféle el®állítású elegyparaméterekhez természetesen különféle szabaden-talpia- és fuga
itási összefüggések tartoznak. Például ha az eredeti (2.15) vdWállapotegyenletben a (2.34) és (2.36) szabályokat alkalmazzuk, akkor a par
iálisfuga
itási együtthatóra az alábbi alakot kapjuk:
lnϕi = − ln

(

Z
V − b

V

)

+
bi

V − b
− 2

√
ai

V RT

∑

j

[

xj (1− kij)
√
aj
]A viriálegyenlet is felírható többváltozós alakban, azonban egyszer¶bb a kon-formis oldatok elmélete szerint közös elegyparamétereket el®állítani. A másodikviriálegyüttható a (2.35) egyenlet mintájára adható meg:

B2(T ) =
∑

i

∑

j

xixjB2,ij(T )2.7. Elegyítési többlet modellekAz elegyítési többlet és az aktivitási együttható között az alábbi összefüggés teremtkap
solatot:
RT ln γi =

(

∂n∆EG

∂ni

)

T,p,N̂Általános elképzelés szerint els® közelítésben a s¶r¶ségfüggés elhanyagolható,mivel a folyadékok s¶r¶sége a nyomással és a h®mérséklettel sokkal kevésbé változik,mint a gázoké. Az elegyítési szabadentalpia-többlet ekkor közelít®en megegyezikaz elegyítési szabadenergia-többlettel. Mindkett® az elegyítési h®vel és az elegyet



2.7. Elegyítési többlet modellek 79alkotó komponensek térbeli elrendez®désével hozható kap
solatba. Az elegyítési h®annak következtében lép föl, hogy az egyes molekulák a s¶r¶ közegben nem 
sakaz azonos, hanem a különböz® típusú molekulákkal is köl
sönhatásba lépnek, és aköl
sönhatás energiája különbözik. A térbeli elrendez®dés azt jelenti, hogy bár amolekulák együttesen homogén módon töltik ki a rendelkezésre álló teret, az egyesmolekulafajták egymás körüli s¶r¶sége eltér® lehet. Egy-egy molekulafajta körül amolekulák fajta szerinti eloszlása elvben lehet tökéletesen egyenletes (teljesen, azaztökéletesen rendezetlen), vagy lehet ett®l különböz® (részben vagy "tökéletesen"rendezett). Tökéletes rendezettség folyadékok esetében nem valósulhat meg.2.7.1. Empirikus sorfejtésekAz egyik szemlélet szerint az elegyítési szabadentalpia-többletet a qi ún. e�ektívmoltérfogatok arányai határozzák meg. Az "e�ektív moltérfogat" a koordiná
iósszámmal arányos mennyiség, a molekula méretével n®, de nem feltétlenül arányosvele. Ezekb®l az e�ektív moltérfogatokból a moltörtekkel való súlyozással kapjuka Φi ún. e�ektív térfogattörteket:
Φi ≡

xiqi
∑

j

xjqjWohl (1946) szerint ezekkel a többlet sorfejtésként írható:
∆EG

RT
∑

i

qiΦi
=
∑

ij

aijΦiΦj +
∑

ijk

aijkΦiΦjΦk + · · ·ahol az e�ektív térfogattörtek mellett a két, három, stb. index¶ a köl
sönhatásiparaméterek illesztend®k a mérési adatokhoz. Ha megállunk a háromindex¶ tagoknál,akkor biner elegyre az egyenlet alakja:
∆EG

RT
= (qAxA + qBxB)(2ΦAΦBaAB + 3Φ2

AΦBaAAB + 3ΦAΦ
2
BaABB)vagyis a konstansok (paraméterek) transzformá
iójával:

∆EG

RT
= AABΦ

2
BxA +ABAΦ

2
AxBAz e�ektív térfogatok arányát be
sülni lehet. Ha a qB/ qA hányadost az

ABA/AAB hányadossal közelítjük (helyettesítjük), akkor a (2.38) van Laar for-mulát kapjuk vissza. Ha a qB/qA hányadost a tiszta folyadékok valódi VB/VA tér-fogathányadosával közelítjük (helyettesítjük), akkor a S
at
hard-Hammer formulátkapjuk (1935 ):
ln γA =Φ2

B

[

AAB + 2ΦA

(

ABA
ρB
ρA

−AAB

)]

ln γB =Φ2
A

[

ABA + 2ΦB

(

AAB
ρA
ρB

−ABA

)]



2.7. Elegyítési többlet modellek 80Ha a qB/qA hányadost 1-gyel közelítjük (helyettesítjük), akkor a Margules for-mulát kapjuk (1895 ):Margules: ln γA =x2B [AAB + 2xA (ABA −AAB)]

ln γB =x2A [ABA + 2xB (AAB −ABA)]Többindex¶ tagok �gyelembe vételével több paramétert tartalmazó egyenletekhezjuthatunk.A fentiekkel szemben Guggenheim nyomán Redli
h és Kister (1948, 1952) min-denféle �zikai megfontolás nélkül, matematikai sort ír fel, és annak paramétereitilleszti a mérési adatokhoz. Biner elegyre:
∆EG

RT
= xAxB

[

AAB +BAB (xA − xB) + CAB (xA − xB)
2
+DAB (xA − xB)

3
+ · · ·

](2.37)Többkomponens¶ elegyekre hasonló, de jóval több illesztend® paramétert tartal-mazó képlet írható föl.2.7.2. Származtatás állapotegyenletb®lVan Laar szerint az elegyítési többlet-energia van der Waals (2.15) állapotegyen-letének felhasználásával egyszer¶sítésekkel meghatározható (lásd: Benedek�Olti,1985 ), aminek alapján az aktivitási együtthatók kifejezése:van Laar: ln γA =
AABx

2
B

(

AAB

ABA
xA + xB

)2

ln γB =
ABAx

2
A

(

xA +
ABA

AAB
xB

)2

(2.38)
Ez a formula (modell) nagyon durva feltevéseken alapul. A modell AAB és ABAparamétereit nem érdemes számítani, hanem 
élszer¶ inkább az elegy pára-folyadékmérési adataihoz illeszteni. Ekkor sok esetben jó illeszkedést kapunk, és a modellalkalmas egyensúlyok be
slésére interpolá
ióval.2.7.3. Rá
smodellekA folyadékok szerkezete nagy s¶r¶ségük következtében hasonlít a szilárd kristá-lyok rá
sszerkezetére, amennyiben bizonyos fokú, els®sorban rövid távolságon belülmegnyilvánuló rendezettség észlelhet®. A folyadékok ugyan a gázokra is hason-lítanak, amennyiben a rendezettség hosszú távon elmosódik, és a molekulák ál-landóan és gyorsan változtatják köl
sönös helyzetüket, azonban mégis érdemesnek



2.7. Elegyítési többlet modellek 81látszik megkísérelni a köl
sönös rendezettség leírását úgy, mintha a folyadék iskristályos szerkezet¶ lenne. Eszerint a molekulák távolsága egy bizonyos rá
shosszegész számú többszöröse. A rá
smodellekben azt a lényeges elhanyagolást is alka-lmazzuk, hogy 
sak a közvetlenül szomszédos molekulák közti köl
sönhatást vesszük�gyelembe, vagy a távolabbiakkal való köl
sönhatást is ezekbe foglalva vesszük�gyelembe. A rá
smodellen belül változhat az egyes molekulák szomszédjainakszáma, az ún. koordiná
iószám, ezen belül pedig az egyes különféle molekulákaránya. A modell szerint az egyes molekulák bels® állapota független a szomszédmolekulák fajtájától, ezért a szabadentalpia változása pusztán a szomszéd-párokátrendez®désének, így a párenergia-fajták eltér® számának következménye.Azonos méret¶ molekulák elegyeA legegyszer¶bb esetben azonos méret¶ molekulák alkotnak közös rá
sot, úgy, hogya tiszta folyadékokban és az elegyben azonos a koordiná
iószám. A térbeli rá
sotsíkban érzékelteti a 2.5 ábra. Az ábra négyzetes síkrá
sot mutat, ahol a koordiná-
iós szám z = 4. (Az átlós irányú szomszédokat nem számítjuk.)
PSfrag repla
ements AA AAA BBBBC2.5. ábra. Négyzetes síkrá
s, A és B komponensekkelHa (az egyszer¶ség kedvéért biner) folyadékot NA A-típusú és NB B-típusúmolekula alkotja, akkor a molekulák elhelyezkedése egyértelm¶en megadja a párok

NAA, NBB, NAB számát is, és páronként összegezhet®k az egyes szomszédok uAA,
uBB, és uAB köl
sönhatási energiái, vagyis meghatározható a rá
s energiája.Tökéletes rendezetlenség esete (Guggenheim-féle nulladik közelítés). Emodellnél feltételezzük, hogy a molekulák köl
sönös elhelyezkedése független aköztük fellép® párenergiák értékét®l (Guggenheim, 1952 ). Ez nyilván nem lehetigaz, ha a párenergiák különböz®k, tehát 
sak akkor elfogadható közelítés, ha apárenergiák közti különbség ki
si (közel ideális elegy). A modell szerint a rá
-spontok betöltésének valószín¶sége független a molekula fajtájától, de annak va-lószín¶sége, hogy egy rá
spontot A típusú molekula foglal el, nyilván arányos az
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A-molekulák számával. Az elegyítési többlet:

∆EG ≈WxAxB (2.39)Ennek alapján az aktivitási együttható:
γA =exp

(

Wx2B
RT

)

γB =exp

(

Wx2A
RT

)Ez a legegyszer¶bb, kombinatorikus elméleti modellel megalapozott aktivitási együtt-ható formula. A (2.39) összefüggés egyben értelmezi a (2.37) Redli
h-Kister sorfej-tés els® tagjának együtthatóját.Nem tökéletes rendezetlenség, kvázikémiai modell (Guggenheim-féle els®közelítés). A rendezettség-rendezetlenségmértékéül de�niálhatunk egy κ paramétert:
N∗

AB =κ z
NANB

NA +NB

κ ≡N
∗
AB(NA +NB)

zNANBA kvázikémiai modell szerint (Guggenheim, 1952 ) a molekulapárok egymásmellé kerülése a vegyes molekulák képz®désével analog jelenség, és ezért felírható atömeghatás törvénye (a kvázi "kémiai" egyensúlyi állandó):
N2

AB

(zNA −NAB)(zNB −NAB)
= exp

(

− 2w

zRT

)Biner elegy esetén azNAB-ben másodfokú egyismeretlenes egyenlet analitikusanmegoldható (NAB kifejezhet®):
2

κ
= 1 +

(

1 + 4xAxB

[

−1 + exp

(

2w

zRT

)])1/2és innen az elegyítési többlet:
∆EG ≈ RT

z

2

(

xA ln
1− κxB
xA

+ xB ln
1− κxA
xB

)

ln γA =
z

2
ln

1− κxB
xA

ln γB =
z

2
ln

1− κxA
xBTöbbkomponens¶ elegyek esetén a kvázikémiai egyensúly egyenletéb®l a pároknem fejezhet®k ki analitikusan, hanem ott numerikusan kell gyököt keresni.



2.7. Elegyítési többlet modellek 83Különböz® méret¶ molekulák elegyeAmolekulákat több, hasonló vagy különböz® jelleg¶, de azonos méret¶ alkotórészb®l,ún. szegmensekb®l álló összetett objektumoknak tekintjük. Például nagyjábólazonos méret¶ és hasonló részekb®l áll a (hatszegmens¶) n-hexán, ha a végpontiCH3 
soportok és a közbens® CH2 
soportok közti különbségt®l eltekintünk. Külön-böz® részekb®l áll viszont pl. a (háromszegmens¶) 2-propanon (dimetil-keton vagya
eton), amiben két CH3 és egy CO 
soport található. A rá
smodell szerint amolekulák egyenl® méret¶nek tekintett szegmensei foglalják el a rá
spontokat (pl.CH2, CO, NH2, COO 
soportok). Hajlékony molekulák különböz® alakzatokatvehetnek fel a rá
son (pl. háromszegmens¶ molekulák egyenes és tört alakbanjelennek meg a rá
son).
PSfrag repla
ements AAA BB B

C2.6. ábra. Háromszegmens¶ AAA és BBB molekulák a rá
sonA felvett alaktól függ®en más lehet a molekula szomszédságában elhelyezked®rá
spontok száma. Ha például (az egyszer¶ség kedvéért) négyzetes síkrá
sot tek-intünk és átlós irányban található szomszédokat nem tekintünk, akkor az egyenesalakú háromszegmens¶ molekula szomszédságában 8 rá
spont van, a tört alakúéban
sak 7 (2.6 ábra). A rá
stípusra jellemz® z koordiná
iószám mellett a molekulátjellemzi küls® szegmens-kap
solatainak száma is, amit a molekula mérete és alakjais befolyásol.A különböz® méret¶ molekulák köl
sönös elhelyezkedésével kap
solatos rende-zettség-rendezetlenség nehezebben modellezhet®, mint az azonos méret¶ molekuláké.Mivel itt pusztán a lehetséges elhelyezkedési változatok leszámlálása is nehéz fela-dat, a modellekben 
élszer¶en különválasztják egyrészr®l a tökéletes rendezetlenségállapotához tartozó hatást, másrészr®l a köl
sönhatási energiáknak a rendezettségetnövel® hatását, mint a tökéletes rendezetlenség állapotához viszonyított korrek-
iót. Ennek megfelel®en az elegyítési szabadentalpia- (vagy szabadenergia-) töb-bletet két tag: egy, a tökéletes rendezetlenség (egyenletes eloszlás) állapotához tar-tozó ún. kombinatorikus (avagy atermikus vagy termoneutrális) rész , ésegy, a köl
sönhatási energia-különbségek következményeit kifejez®, ún. reziduális



2.7. Elegyítési többlet modellek 84(maradék) rész összegeként írják föl:
∆EG = ∆E

kombG+∆E
rezG (2.40a)

ln γi = ln γkomb
i + ln γrezi (2.40b)Az atermikus, termoneutrális (vagyis az energia-különbségek hatását �gyelmenkívül hagyó, nulla elegyedési h®vel és nulla egyedési térfogatváltozással járó) résztazért hívják (hagyományosan) kombinatorikus résznek, mert az elrendez®désekegyenletes eloszlású (tökéletesen rendezetlen) halmazán az elrendez®dések valószí-n¶ségeit a kombinatorika szabályaival lehet meghatározni. A termikus hatásokehhez képest módosítják a molekulák elrendez®dési változatainak valószín¶ségel-oszlását.Azonos szegmensekb®l álló (vagyis homogén) molekulák esetében azatermikus (kombinatorikus, κ = 1) elegyítési részre a következ® alak vezethet® le:

∆E
kombG = RT

(

∑

i

xi ln
Φi

xi
+
z

2

∑

i

qixi ln
Φi

θi

) (2.41)
ln γkomb

i = 1− Φi

xi
+ ln

Φi

xi
− z

2
qi

(

1− Φi

θi
+ ln

Φi

θi

)Itt Φi az ún. szegmens-tört, és θi az ún. felület-tört, ahol ri a (homogén) szeg-mensek száma az i. típusú molekulában:
Φi ≡

xiri
∑

j

xjrj
(2.42)

θi ≡
xiqi
∑

j

xjqj
(2.43)A reziduális rész be
slésének 
éljából a kvázikémiai egyensúly alakja:

N2
AB

(zNAqA −NAB)(zNBqB −NAB)
= exp

(

−2wAB

zRT

) (2.44)Innen biner elegyre levezethet® a reziduális rész is:
∆E

rezG ≈ RT
z

2

(

xAqA ln
1− κθB
θA

+ xBqB ln
1− κθA
θB

)

ln γrezA =
z

2
qA ln

1− κθB
θA

ln γrezB =
z

2
qB ln

1− κθA
θBahol κ a (2.44) másodfokú egyenletb®l kifejezett érték.



2.7. Elegyítési többlet modellek 85A homogén (azonos szegmensekb®l álló) molekula legtöbbször 
sak �k
ió, illetvekülönböz® szegmensekb®l álló molekulák egyszer¶sített, átlagolt modellje.Különböz® szegmensekb®l álló (vagyis heterogén) molekulák esetébenaz egyes szegmens-pár típusok el®fordulási gyakoriságait kellene tekintetbe venni.Ez olyan bonyolult, hogy inkább a 
soport-járulék modellek használhatók (2.7.5alfejezet).2.7.4. Cellás ("kétfolyadék-") modellek
PSfrag repla
ements AA AAAA AA BB B BBB

B B
2.7. ábra. Cellás modell: A- és B-középpontú 
ellákHa azA-típusú molekula szomszédságában a molekulatípusok eloszlása függetlena B-típusú molekula szomszédságában lev®k eloszlásától, akkor tökéletes a ren-dezetlenség, egyébként valamilyen mérték¶ rendezettségr®l beszélünk. Ez a szem-lélet úgy is fenntartható, ha nem követeljük meg, hogy a molekulák rá
spontokonüljenek. Véletlenszer¶en kiválasztott A-típusú molekulák közvetlen közelében vizs-gálhatjuk a molekulafajták eloszlását, és statisztikusan értelmezhetjük az egyesfajták gyakoriságát. Ugyanezt tehetjük B-típusú molekulák közelében is. Ennekmegfelel®en beszélünk A-középpontú és B-középpontú "
elláról", melyben az il-let® A- vagy B-típusú molekula elhelyezkedik (2.7 ábra). Egy A-középpontú 
ella("A-
ella") a középponti A-molekulából, és az ®t nagyjából gömb alakú héjkéntkörülvev® molekularétegb®l áll. A héjat vegyesen A- és B-molekulák alkotják, és a
ella belsejében, a héjmolekulák er®terében mozog az A-molekula. A modell szerintaz A-molekulára ható poten
iál a héjon végtelenül nagy (a bezárt molekula nem jutki a 
ellából). Egy B-
ella ugyanígy épül föl, 
sak a 
ellában B-molekula mozog.A 
ellák átfednek egymással, hiszen a B-középpontú 
ella héjában elhelyezked®minden A-molekula és B-molekula ugyan
sak egy-egy 
ella bels® molekulájánaktekinthet®. Ennek ellenére a modell szerint az elegy tulajdonságait az egyes 
el-latípusok tulajdonságaiból állíthatjuk össze, mintha lenne egy 
supa A-
ellából állófolyadék, meg egy 
supa B-
ellából álló folyadék. Ezért hívják e modellt két-fo-lyadék modellnek is.A kétfajta középpont körül kialakuló eloszlások különbözhetnek (mint ahogyáltalában különböznek is) egymástól, illetve az elegy átlagos összetételét®l. Ezt



2.7. Elegyítési többlet modellek 86szavakban úgy fejezzük ki, hogy az egyes molekulatípusok körül a lokális ösz-szetételnek megfelel® a típuseloszlás. Tökéletes rendezetlenség esetén az egyes
ellatípusok héjában a típuseloszlás független a középponti molekula típusától, ésezért a lokális moltörtek megegyeznek az átlagos moltörtekkel. Az egyes mod-ellek a lokális moltörtekre vagy egyéb lokális törtekre (pl. lokális térfogattörtekre)vonatkozó feltevésekben különböznek egymástól. Föltehet®, hogy ha az AA köl
-sönhatás poten
iálja ala
sonyabb, mint az AB köl
sönhatásé, akkor az A-mole-kulák körüli héjban nagyobb az A-molekulák aránya, mint átlagosan. Ugyanígyértelmezhet® a B-molekulák nagyobb vagy kisebb aránya az egyes molekulafajtákközül.Azonos méret¶ molekulák elegyeTökéletes rendezetlenség esetén a párok N∗
AB száma megegyezik az egyes 
ella-folyadékokban észlelt NAB és NBA számokkal, ezért

NAB = N∗
AB = NBA = z

NANB

NA +NBBonyolult levezetés szerint
∆EG ≈ ∆EA = RT

z

2
[xA ln (xA + xBABA) + xB ln (xB + xAAAB)]

ln γA =− z

2
xA ln (xA + xBABA) +

z

2
xB

[

ABA

xA + xBABA
− AAB

xB + xAAAB

]

ln γB =− z

2
xB ln (xB + xAAAB) +

z

2
xA

[

AAB

xB + xAAAB
− ABA

xA + xBABA

]Különböz® méret¶ molekulák elegye(Wilson, 1964 ) abból indult ki, hogy a molekulák által ténylegesen elfoglalt (egyébkéntegzaktul nem de�niálható) térfogatok hányadosát számítsuk a Boltzmann-faktorokhányadosából. További feltételezésekkel:
∆GE

RT
= −xA ln (xA + ΛABxB)− xB ln (xB + ΛBAxA)Wilson biner:

ln γA = − ln (xA + ΛABxB) + xB

(

ΛAB

xA + ΛABxB
− ΛBA

xB + ΛBAxA

)

ln γB = − ln (xB + ΛBAxA) + xA

(

ΛBA

xB + ΛBAxA
− ΛAB

xA + ΛABxB

)Ennek többkomponens¶ alakja:
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RT
= −

∑

i

xi ln
∑

j

ΛijxjWilson: ln γi = − ln





∑

j

Λijxj



+ 1−
∑

k

Λkixk
∑

j

Λkjxjahol
Λij ≡ exp

(

−uii − ujj
RT

)A Wilson-egyenletnek ismertek különféle változatai, pl. egyparaméteres egyen-let, háromparaméteres egyenlet, entalpiával felírt egyenlet, stb., de a fenti két-paraméteres változatot használják elterjedten. A kétparaméteres Wilson-egyenlethasználatakor az Aij = uij − uii paramétereket illesztik mérési adatokhoz.Renon és Prausnitz (1968) abból indult ki, hogy a lokális moltörtek megadásánála Boltzmann-faktorokban a bels® energia helyett a szabadentalpia megváltozásátszerepeltették, és ezt még megszorozták egy, a rendezettséget-rendezetlenséget em-pirikusan kifejez® α paraméterrel. Modelljüket NRTL-modellnek nevezték ("Non-Random Two-Liquids", azaz nem tökéletes rendezetlenség¶ két-folyadék modell).Bevezetve a
τij ≡

gij − gjj
RT

Gij ≡ exp (−αijτij)jelöléseket, az egyenletek (többkomponens¶ esetben) így írhatók:NRTL: ∆GE

RT
=
∑

i

xi

∑

j

τjiGjixj

∑

k

Gkixk

NRTL: ln γi =

∑

j

τjiGjixj

∑

k

Gkixk
+
∑

j

Gijxj
∑

k

Gkjxk



τij −

∑

m
τmjGmjxm
∑

k

Gkjxk



Az NRTL egyenlet illesztend® paraméterei az Aij = gij − gjj paraméterek és az αparaméter, azonban szokásos eljárás az α paraméter el®zetes rögzítése is 0.2 - 0.3érték körül.Prausnitz és munkatársai (1975, 1978) visszatértek a rá
smodelleknél is al-kalmazott kombinatorikus rész - reziduális rész felosztáshoz (2.40a)�(2.40b), ahol



2.7. Elegyítési többlet modellek 88a kombinatorikus rész fejezi ki a tökéletes rendezetlenség feltételezésével nyert ele-gyítési többlet-hatásokat A kombinatorikus rész számításához a (2.41) egyenletet, areziduális rész számításánál a Guggenheim-féle kvázi-kémiai közelítést alkalmazták.Az így nyert egyenletb®l elhanyagolásokkal, illetve alkalmas közelítésekkel vis-szakapható a legtöbb ismert egyenlet. Erre való tekintettel UNIQUAC (univerzáliskvázikémiai) egyenletnek nevezték el, melynek alakját az alábbi sorozat együttesenadja meg:UNIQUAC:
∆EG = ∆E

kombG+∆E
rezG

∆E
kombG = RT

(

∑

i

xi ln
Φi

xi
+
z

2

∑

i

qixi ln
Φi

θi

)

∆GE
rez

RT
= −

∑

i



qixi ln





∑

j

τjiθj









ln γi = ln γkomb
i + ln γrezi

ln γkomb
i = 1− Φi

xi
+ ln

Φi

xi
− z

2
qi

(

1− Φi

θi
+ ln

Φi

θi

)

ln γrezi = qi






− ln





∑

j

τjiθj



+ 1−
∑

k

τkiθk
∑

j

τjkθj





ahol
τji ≡ exp

(

−uji − uii
RT

)A kombinatorikus rész alternatív alakja:
ln γkomb

i = ln
Φi

xi
− z

2
qi ln

Φi

θi
+ li −

Φi

xi

∑

j

xj ljahol
li =

z

2
(ri − qi)− (ri − 1)(z a koordiná
iószám).A UNIQUAC egyenlethez tartozó r és q anyagi állandókat komponensenkéntlehet megadni, és tapasztalat szerint ezek nagyrészt függetlenek attól, hogy a kom-ponens milyen elegyben található. A z koordiná
iószám értékét általában 10-nekveszik és rögzítik, és az Aji = uji − uii paramétereket illesztik mérési adatokhoz.Különböz® méret¶ heterogén molekulák elegyének leírásakor ugyanaz a nehézségmerül föl, mint amit a rá
smodelleknél láttunk. Az ilyen típusú molekulák elegyeihatékonyabban kezelhet®k 
soport-járulék modellekkel.



2.7. Elegyítési többlet modellek 892.7.5. Csoport-járulék modellekAkár rá
smodellb®l, akár 
ellás modellb®l indulunk ki, tekintettel kell lennünkarra, hogy egy-egy molekulán belül eltér®en viselked® szegmensek találhatók. Haa molekula különböz® szegmensekb®l áll, akkor az egyes szegmenstípusokat eltér®térfogat (R) és felület (Q) jellemzi. Ha a molekulában található szegmenstípusokmegkülönböztetésére pl. a k indexet alkalmazzuk, és az i típusú molekulában talál-ható k típusú szegmensek számát νki-vel jelöljük, akkor akkor az i típusú molekulatérfogatát és felületét az alábbi összegekkel de�niálhatjuk a legegyszer¶bben:
ri ≡

∑

k

νkiRk (2.45a)
qi ≡

∑

k

νkiQk (2.45b)A k típusú szegmensek összes felülete a molekulában (a molekula teljes, k-típusúfelületrésze) pedig:
Qi

k ≡ νkiQkA 
soport-járulék modellek közös vonása, hogy a konkrét molekulától független,egységes Rk és Qk 
soportjellemz®kkel és a köztük érzékelhet® egységes köl
sön-hatásokkal rendelkez® atom
soportokat, molekularészeket keresnek. Ilyen 
soportlehet pl. a CH2 
soport, alifás részhez kap
solódó NH2 
soport, CO 
soport, OH
soport, COO 
soport, aromás gy¶r¶, stb. Természetesen e 
soportok viselkedésenagymértékben függ a 
satlakozó vagy 
sak közel es® egyéb 
soportok jelenlétét®l,ezért a "független" 
soport 
sak �k
ió. Mégis, sok esetben jó közelítés nyerhet® uni-verzális R és Q 
soportjellemz®k és a 
soportok között de�niált univerzális köl
sön-hatási együtthatók alkalmazásával. Bár a 
soportok környezetfügg®k, megkülön-böztetésük lehet®vé teszi a molekula részletesebb jellemzését, mint amire a ho-mogén molekula-modell képes. A 
soport-járulék modellek molekulától és elegyt®lfüggetlen Rk, Qk, és Akm tulajdonságokat illesztenek sok elegy mérési adatáhozegyidej¶leg.Wilson és Deal (1962) de�niálta az ún. 
soportoldatok módszerének alapelveit.Eszerint az elegyet nem egyszer¶en különféle funk
iós 
soportokat tartalmazó anyagokelegyének, hanem e 
soportok elegyének tekintjük. Az alapfeltevések a következ®k:1. Az aktivitási együtthatót egy, a tökéletes rendezetlenség viszonyait kife-jez® kombinatorikus, és egy, az attól való eltérést, a 
soportok közti energia-köl
sönhatást kifejez® reziduális rész szorzataként írjuk fel:
ln γi = ln γkomb

i + ln γrezi2. Az egyes i molekulák γi aktivitási együtthatóinak számításához az egyes
k 
soportok az elegy összetételét®l és a h®mérséklett®l függ®, de az illet® imolekula fajtájától független Γk értékkel járulnak hozzá. A járulékokat a
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T h®mérséklet és az elegybeli w 
soportösszetétel, pontosabban 
soport-törtek függvényeiként írjuk föl:

wk ≡

∑

i

νkixi
∑

i

∑

m
νmixi

Γk = fk (w, T )3. Az elegyítés reziduális hatásának számbavételéhez külön írjuk föl az egyes
soportok köl
sönhatásának az elegyben és a tiszta anyagokban észlel-het® következményeit, és a két hatás különbségét tekintjük az elegyí-tés következményének. Az egyes 
soportok elegybeli el®fordulási gyako-riságukkal arányosan járulnak hozzá az aktivitási együttható logaritmusához:
ln γrezi =

∑

k

νki

(

ln Γk − ln Γ
(i)
k

)ahol az (i) fels® index a tiszta i komponensre utal:
Γ
(i)
k = fk

(

w(i);T
)

w
(i)
k ≡ νki

∑

m
νmiEnnek alapján fejlesztették ki az ASOG (angol bet¶szó: "analitikus 
soportol-dat") modellt, ami sajnos nem terjedt el a gyakorlatban. Azonban Frendenslundés munkatársai (1975-t®l több közleményben) ugyanezen elveket követve, de aUNIQUAC modellb®l indultak ki, és modelljüket UNIFAC-nak nevezik:UNIFAC:

ln γkomb
i = ln

Φi

xi
− z

2
qi ln

Φi

θi
+ li −

Φi

xi

∑

j

xj lj

li =
z

2
(ri − qi)− (ri − 1)ahol a z koordiná
iószám értékét állandóan 10-nek veszik, a Φ és θ térfogat- ésfelülettörteket a (2.42) és (2.43) összefüggések, az r és q molekulajellemz®ket a(2.45a)�(2.45b) összefüggések adják meg. A reziduális rész számítása az alábbi:

ln Γrez
k = Qk



− ln

(

∑

m

ΨmkΘm

)

+ 1−
∑

m

ΨkmΘm
∑

n
ΨnkΘn



ahol az m és n indexek a 
soportokon futnak végig, és a felületi tört számítása:
Θm =

wmQm
∑

n
wnQn



2.7. Elegyítési többlet modellek 91valamint a Boltzmann-faktor számítása az alábbi:
Ψnm = exp

(

−Anm

RT

)A UNIFAC modell széleskör¶en elterjedt a gyakorlatban. Paraméterei az Rkés Qk 
soportjellemz® értékek és az Amn 6= Anm 
soport-köl
sönhatási értékpárok.Számos paraméter-illesztést közöltek különféle szerz®k, különféle 
soport-de�ní
iókkal.Ezek közös vonása, hogy a homolog sorok els® tagjára vagy tagjaira nem illeszked-nek jól a funk
iós 
soportok, így azokat külön 
soportként kell de�niálni. Példáulhiába illeszkedik jól a modell a metil-
soportokat, metilén-
soportokat és hidroxil-
soportokat tartalmazó több-szénatomos nyíltlán
ú alkohol-molekulák adataira, ametanolt külön 
soportnak kell tekinteni, mert annak tulajdonságai nem állnak el®ezek kombiná
iójaként.Újabban kísérletek történtek olyan 
soport-járulék modellek megalkotására, melyek-ben egyes atomokat tekintenek 
soportnak, illetve �gyelembe veszik az egyes 
so-portok molekulán belüli köl
sönhatását is. Ezeket azonban, mivel még nem elégkiforrottak, itt nem tárgyaljuk.Mivel a 
soport-járulék módszerek sem bizonyultak alkalmasnak a g®z-folyadékés a folyadék-folyadék egyensúlyok egyidej¶ leírására, külön paraméterhalmazokatkellett illeszteni L/L és V/L egyensúlyok modellezésére.2.7.6. A gyakorlatban alkalmazott modellekA leginkább használt és ajánlható elegyítési többlet modellek, melyekhez az iro-dalomban és az adatbankokban mérésekhez illesztett paraméterek találhatók: avan Laar, Margules, Wilson, NRTL, UNIQUAC és a UNIFAC.Számos hasonló elegyítési-többlet egyenlet ismert, azonban a fentiek a legel-terjedtebbek. Közös el®nyös tulajdonságuk, hogy a biner elegyekhez illesztett kétparaméter jól használható terner és még több komponens¶ elegyek tulajdonsá-gainak számításához is. Az NRTL és a UNIQUAC egyenlet folyadék-folyadékmegoszlások számítására is alkalmas. A kétparaméteres Wilson-egyenlet erre al-kalmatlan (alakja kizárja konkáv ∆EG függvény kialakulását). A UNIFAC durvatájékoztató közelítést nyújt, de gyakran félrevezet azeotrópok jelenlétét és milyen-ségét illet®en.2.7.7. Elekrolit-oldatokAz eddigiekben nemelektrolitok elegyeinek közelít® leírására alkalmas modelleketismertettünk. Az elektrolit oldatok modellezése nehezebb feladat, mert az ionosdisszo
iá
ió jelenségére is tekintettel kell lenni és közvetlen ionos köl
sönhatásokatis �gyelembe kell venni. Az elektrolit-elegyek modellezésekor különbséget teszünkaz oldószer (legtöbbször víz) és az oldott elektrolit(ok) viselkedése között.Az elektrolitos modellek nagyon, szinte riasztóan bonyolultak, azokat itt nemismertetjük.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 922.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai2.8.1. Pára/folyadék egyensúlyszámítási feladatokElegyek pára-folyadék egyensúlyai azért bonyolultabbak a tiszta anyagok egyen-súlyainál, mert az egyensúlyi fázisok összetétele különbözik egymástól. Biner el-egyek esetében az egyik komponens moltörtje meghatározza a másik komponensmoltörtjét is, ezért egyszer¶en ábrázolható az állandó h®mérsékleten vagy állandónyomáson kialakuló egyensúlyhoz tartozó két összetétel viszonya az ún. fázisdia-gramok (vagy fázisgörbék) és a kevesebb informá
iót hordozó, de éppen ezért egyesesetekben hasznosabb egyensúlyi diagramok segítségével. Biner elegyek fázisgörbéités egyensúlyi görbéit mutatják a 2.8�2.9 ábrák. Ezeken az ábrákon az illékonyabbkomponens moltörtjeit használjuk, vagyis az illékonyabb (nagyobb g®znyomású,ala
sonyabb forráspontú) komponens, mint tiszta anyag szerepel az x = 1 és az
y = 1 helyeken, míg a kevésbé illékony (kisebb g®znyomású, magasabb forráspontú)komponens, mint tiszta anyag szerepel az x = 0 és az y = 0 helyeken.Egyszer¶ egyensúlyszámítási feladatokEgyszer¶ egyensúlyi számításokról beszélünk, ha megadjuk az egyik fázis ösz-szetételét (x vagy y) és az egyik intenzív változó (T vagy p) értékét, és a fázisgörbeáltal kijelölt hiányzó adatokat keressük.PSfrag repla
ements
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2.8. ábra. Buborékpont fázisdiagramon és egyensúlyi diagramon



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 93A 2.8a-b. ábra egy állandó (adott) p nyomású fázisgörbe-párt mutat. Hamegadjuk a folyadék x összetételét, akkor az xmoltörthöz tartozó függ®leges egyenesés az alsó (a folyadékra vonatkozó) fázisgörbe metszéspontja megadja az x összetétel¶folyadék TB buborékponti h®mérsékletét. Az illet® TB h®mérséklethez tartozóvízszintes egyenes és a fels® (a párára vonatkozó) fázisgörbe metszéspontja megadjaaz x összetétel¶ folyadékkal egyensúlyt tartó pára y összetételét.PSfrag repla
ements
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2.9. ábra. Harmatpont fázisdiagramon és egyensúlyi diagramonA 2.8
-d. ábra egy állandó (adott) T h®mérséklet¶ fázisgörbe-párt mutat.Ha megadjuk a folyadék x összetételét, akkor az x moltörthöz tartozó függ®legesegyenes és a fels® (a folyadékra vonatkozó) fázisgörbe metszéspontja megadja az xösszetétel¶ folyadék pB buborékponti nyomását. Az illet® pB nyomáshoz tartozóvízszintes egyenes és az alsó (a párára vonatkozó) fázisgörbe metszéspontja megadjaaz x összetétel¶ folyadékkal egyensúlyt tartó pára y összetételét.Fordítva, ha megadjuk a pára y összetételét, akkor állandó nyomáson (2.9a-b.ábra) az y moltörthöz tartozó függ®leges egyenes és a fels® (a párára vonatkozó)fázisgörbe metszéspontja megadja az y összetétel¶ pára TH harmatponti h®mérsék-letét. Az illet® TH h®mérséklethez tartozó vízszintes egyenes és az alsó (a folyadékravonatkozó) fázisgörbe metszéspontja megadja az y összetétel¶ párával egyensúlyttartó folyadék x összetételét.Ha a pára y összetételét állandó h®fokon adjuk meg (2.9
-d. ábra), akkor az
y moltörthöz tartozó függ®leges egyenes és az alsó (a párára vonatkozó) fázisgörbemetszéspontja megadja az y összetétel¶ pára pH harmatponti nyomását. Az illet®
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pH nyomáshoz tartozó vízszintes egyenes és a fels® (a folyadékra vonatkozó) fázis-görbe metszéspontja megadja az y összetétel¶ párával egyensúlyt tartó folyadék xösszetételét.Többkomponens¶ rendszerek esetében az alapelv ugyanez, 
sak nem fázisgör-bék, hanem fázisfelületek és fázis-hiperfelületek szerepelnek. Numerikusan ne-hezebb megkeresni egy többváltozós felület és az adott összetétel fölé húzott füg-g®leges egyenes metszéspontját, de egyszer¶ pára/folyadék egyensúlyi számításnálmindig 
sak négyféle feladat lehetséges: adott nyomáson buborékponti h®mérsékletvagy harmatponti h®mérséklet, és adott h®mérsékleten buborékponti nyomás vagyharmatponti nyomás meghatározása.Fázismegoszlás-számítási feladatokMegoszlási (vagy "�ash"-) számításokról beszélünk, ha megadjuk az elegybrutto z összetételét meg egy vagy több egyéb termodinamikai adatát, és keressükaz anyag teljes állapotát. Az összetételek, h®fok és nyomás megfelel® kombiná-
ióit mutatja biner rendszerek esetében állandó nyomás mellett a 2.10 ábra. A
p-T -z pont elhelyezkedése a fázidiagramon önmagában nem ad meg minden is-meretet az anyag állapotáról. Ahogy adott p mellett T változásával vagy adott Tmellett p változásával elmozdul a p-T -z pont a diagramon, úgy változik a rendszerbrutto fajlagos energiája (entalpiája, enrópiája, szabadenergiája, szabadentalpiája)is. Hagyományosan q-val jelöljük a z összetétel¶ elegy ún. h®állapotát vagy kon-denzálási állapotát, ami azt mutatja meg, hogy az elegy entalpiája a kondenzálásienergiának hányszorosával tér el a harmatponti entalpiától. Ennek értéke harmat-ponton q = 0, buborékponton q = 1.A 2.10 ábra által mutatott számításokat a 2.11 ábra szerint is értelmezhetjük.Megadjuk az elegy brutto z összetételét, a p nyomást és a T h®mérsékletet, éskeressük az anyag állapotát, hogy t.i. az folyadék, gáz, vagy két fázisra válik szét;illetve hogy az utóbbi esetben milyen arányban, és milyen összetétel¶ fázisokatképez, valamint mi a rendszer (és fázisainak) fajlagos entalpiája (ez utóbbit azábrán nem jelöltük). Azonban ez 
sak az egyik lehetséges kérdés. A nyomás vagya h®mérséklet helyett adott lehet a rendszer fajlagos entalpiája, ekkor kérdés amegfelel® hiányzó nyomás vagy h®mérséklet értéke is.A 2.11 ábra a megoszlási számításoknak 
sak egy részét értelmezi. A pára-folyadék megoszlási számításokat legtágabban a 2.12 ábra, az ú.n. �ash-elrendezésszerint értelmezhetjük. A �ash (angol szó, jelentése: villan, hirtelen elillan) erede-tileg azt a folyamatos m¶veletet jelenti, melynek során a folyadékkal nyomás alattenergiát közölnek, majd fojtószelepen áteresztve kisebb nyomású térbe vezetik, aholegy része hirtelen elpárolog.A �ash-számítások nagyon sokfélék lehetnek. A fent jelzett számításokon kívüla folyamatos m¶veletben el®írhatjuk a kívánt fázisarányt, egy komponens kívántösszetételét egy adott fázisban, egy komponens széválasztási arányát a két fázisközött (vagy kinyerési törtjét: mennyisége egy fázisban, osztva a tápbeli meny-nyiséggel). Éppen ezért legtágabb értelemben a �ash-számításokhoz tartoznak azegyszer¶ egyensúlyi számítások is. Mindezekhez kereshetjük a tápbeli entalpia és
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2.12. ábra. Állandósult állapotú �ash-feladata termékek entalpiája közti különbséget, vagyis a szükséges h®közlést is. Ha ah®közlést adjuk meg, az egyenérték¶ a brutto fajlagos entalpia megadásával.Tipikus �ash-számítási feladatokat sorol fel a 2.1. táblázat. Ebben J a ki-indulási (táp) anyag fajlagos entalpiáját, h a folyadékfázis fajlagos entalpiáját, Ha pára fázis fajlagos entalpiáját, f , és v pedig a táp- és a pára-beli moláramokatjelöli.2.8.2. ϕ/ϕ, ϕ/γ és γ/γ módszerekKét fázis fuga
itásainak összehasonlításakor háromféle párosítás alkalmazható:1. ϕ/ϕ módszer: Ha mindkét fázist állapotegyenlettel modellezzük, akkor anyomás algebrailag kiesik:
yIi ϕ

I
i = yIIi ϕ

II
i (2.46a)Az egyes fázisokban a par
iális fuga
itási együtthatókat az adott nyomásonés h®mérsékleten, és az illet® fázis y összetétele mellett számítjuk. Ekkor azegyensúlyi moltörtek aránya, az ún. egyensúlyi arány (egyensúlyi "állandó",bár egyáltalán nem állandó):

K
II/I
i ≡ yIIi

yIi
=
ϕII
i

ϕI
i

≡ exp
(

lnϕII
i − lnϕI

i

) (2.46b)Pára-folyadék egyensúly kialakulása esetén a megfelel® egyenletek:
yiϕ

V
i = xiϕ

L
i (2.46
)



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 972.1. táblázat. Tipikus �ash-számításokAdott (el®írt) Keresett Megjegyzés
z, p, T J , V/L, x, y, h, H izoterm-izobar ("izoterm") �ash
z, p, J T , V/L, x, y, h, H izobar adiabatikus ("adiabatikus")�ash
z, J , T p, V/L, x, y, h, H izoterm adiabatikus �ash
z, p, V/L, J T , x, y, h, H fázisarányhoz h®fok
z, T , V/L, J p, x, y, h, H fázisarányhoz nyomás
z, p, xi, J T , V/L, x, y, h, H adott tisztaság eléréséhez
z, T , xi, J p, V/L, x, y, h, H adott tisztaság eléréséhez
z, p, yi, J T , V/L, x, y, h, H adott tisztaság eléréséhez
z, T , yi, J p, V/L, x, y, h, H adott tisztaság eléréséhez
z, p, vi/fi, J T , V/L, x, y, h, H adott kinyerés eléréséhez
z, T , vi/fi, J p, V/L, x, y, h, H adott kinyerés eléréséhez
z, yi, vi/fi, J p, T , V/L, x, y, h, H adott tisztaság és kinyerés eléréséhezahol yi a párabeli és xi a folyadékbeli moltört, és

Ki ≡ K
V/L
i ≡ yi

xi
=
ϕL
i

ϕV
i

≡ exp
(

lnϕL
i − lnϕV

i

) (2.46d)2. ϕ/γ módszer: Ha az egyik fázist állapotegyenlettel, a másikat elegyítésitöbblettel modellezzük, akkor a két oldal nem azonos alakú:
yiϕ

V
i p = γixiϕ

◦
i p

◦
iP (2.47a)Itt a jobboldalról feltételezzük, hogy kondenzált fázist (legtöbbször folyadékot)ír le (különben a tenziónak nin
s értelme), a baloldalról pedig, hogy a párafázist írja le. Baloldalon a rendszer össznyomása és a vizsgált nyomáson és h®-mérsékleten, valamint a pára y összetételénél számítható par
iális fuga
itásiegyüttható szerepel. A jobboldalon az adott h®mérsékleten és valamilyen ref-eren
ianyomáson, valamint a folyadék x összetételénél számítható aktivitásiegyüttható, a tiszta komponensnek az adott h®mérsékleten vett tenziója, ésa tiszta komponensnek, mint párának ezen a h®mérsékleten és tenzión vettfuga
itási együtthatója szerepel. Ezeket egészíti ki a Poynting-korrek
ió. Azegyensúlyi arány kifejezése:

Ki ≡
yi
xi

=
γiϕ

◦
i p

◦
iP

ϕV
i p

(2.47b)3. γ/γ módszer: Ha mindkét (folyadék-)fázist elegyítési többlettel modellez-zük, akkor a tenziók és a korrek
iók algebrailag kiesnek:
xIi γ

I
i = xIIi γ

II
i (2.48a)



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 98(A kies® tagokról: A tenzió 
sak a h®mérséklet függvénye, a tiszta komponensfuga
itása pára-fázisban 
sak a h®mérséklet és a nyomás függvénye, így ezekegzaktul megegyeznek a két oldalon. Az aktivitási együtthatók nyomáskor-rek
iója nem egzaktul azonos, mert szerepel benne az elegybeli moltérfogat(par
iális moláris térfogat), azonban a Poynting-korrek
ióban ezek helyetta tiszta komponens folyadékbeli moltérfogata szerepel, ami szintén 
sak ah®mérséklet és a nyomás függvénye.)Mindkét fázisban az adott h®fokon és az illet® fázis x összetétele mellett kellszámítani az aktivitási együtthatót. Az egyensúlyi arány kifejezése:
K

II/I
i ≡ xIIi

xIi
=
γIIi
γIi

≡ exp
(

ln γIIi − ln γIi
) (2.48b)A ϕ/ϕ módszert és a ϕ/γ módszert pára-folyadék és folyadék-folyadék megos-zlásra is alkalmazhatjuk, a γ/γ módszert 
sak folyadék-folyadék megoszlásra. A

ϕ/ϕ módszer és a γ/γ módszer alkalmazása logikailag világos, egyszer¶. A ϕ/γmódszer egzakt alkalmazásánál azonban olyan sok különféle értéket és modelltkell felhasználni és számítani, hogy lehet®ség szerint egyszer¶sített alakjait al-kalmazzuk. A pára-oldalon ala
sony nyomáson és nemasszo
iáló molekulák es-etében elhanyagolhatjuk a par
iális fuga
itási együttható értékét, és a párát közeltökéletes gázok ideális elegyének tekinthetjük. A folyadék-oldalon ugyan
sak ala
-sony nyomáson elhanyagolható a Poynting-korrek
ió és a tiszta komponens fuga
-itási együtthatója. Ezzel az ún. módosított Raoult-Dalton összefüggéshez jutunk:
yip = γixip

◦
i (2.49a)

Ki ≡
yi
xi

=
γip

◦
i

p
(2.49b)A (2.46a)-(2.49b) egyenletek mind az általános

f I
i = f II

i (i = 1, 2, . . . , c)egyensúlyi kritérium esetei, ahol c a komponensek száma. Az egyensúlyi számí-tásoknál mindig feltételezzük, hogy az egyik fázis összetétele és valamelyik in-tenzív paramétere (T vagy p) adott, és keressük a másik intenzív paramétert,valamint a másik (az adottal egyensúlyt tartó) fázis összetételét. Vagyis a kere-sett változók száma c + 1. Azonban a keresett összetételnek is ki kell elégítenie amoltört-összegzési feltételt (a moltörtek összege 1), ezért az ismeretlen érték¶ vál-tozók száma c-re 
sökkenthet®. Ötkomponens¶ elegy esetében tehát az egyensúlyiszámítások matematikai szempontból nézve ötváltozós egyenletrendszer gyökénekmegkeresését jelentik. A megoszlási számítások esetében az intenzív paramétervagy paraméterek és esetleges megoszlási el®írások mellett a brutto összetétel adott,és keressük mindkét (vagy több) megoszló fázis összetételét. Ezért a megoszlásiszámításokban még több az ismeretlen érték¶ változók száma.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 99Ebb®l nem következik, hogy valóban c-változós, illetve megoszlási számításokesetén még több változó szerinti iterá
iót kell végrehajtani, mert esetenként amegoldandó egyenletrendszer megfelel® átalakítással lényegesen kevesebb változószerinti függvénnyé is átalakítható, amint rögtön megmutatjuk. A gyökkeresés tet-sz®leges keres® eljárással történhet, azonban a bemutatott eljárások egyszer¶ek,átláthatók (vagyis ezek alapján a feladat és megoldása jól megérthet®), és könnyenvégrehajthatók.2.8.3. Pára/folyadék egyensúlyi számítások ϕ/γ módszer al-kalmazásávalIdeális elegyEkkor az egyensúlyi arány nem függ az összetételt®l, hanem 
sak a h®mérséklet ésa nyomás függvénye:
Ki = Ki(T, p) =

p◦i
pahol a tenzió a h®mérséklet függvénye. Ekkor az egyensúlyi számítások nagyonegyszer¶ek. Legegyszer¶bb a buborékponti nyomás meghatározása adott h®mér-sékleten:BP-id Algoritmus: Buborékponti nyomás meghatározásaAdott: T h®mérséklet és x folyadékösszetételKeresett: pB buborékponti nyomás és y egyensúlyi pára-összetételBe
slés: -1. A komponensek tenziógörbéinek ismeretében kiszámítjuk a p◦i tenziókat.2. Kiszámítjuk a keresett pB össznyomást:

pB ⇐
∑

i

xip
◦
i3. Kiszámítjuk az egyensúlyi pára-moltörteket:

yi ⇐
xip

◦
i

pB4. A számítást befejezzük.Ez az algoritmus egyszer¶ behelyettesítések sorozata, 
iklust (numerikus gyökkeresést)nem tartalmaz. Az összes többi feladataban numerikusan kell gyököt keresni.HP-id-a Algoritmus: Harmatponti nyomás meghatározásaAdott: T h®mérséklet és y pára-összetételKeresett: pH harmatponti nyomás és x egyensúlyi folyadék-összetételBe
slés: pH értékét alkalmas p-vel be
süljük.1. A komponensek tenziógörbéinek ismeretében kiszámítjuk a p◦i tenziókat.
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xi ⇐

yip

p◦i3. Kiszámítjuk a kapott folyadék-moltörtek összegét:
σ ⇐

∑

i

xi4. Normalizáljuk a moltörteket:
xi ⇐

xi
σ5. Kiszámítjuk a kapott folyadék-összetételhez tartozó buborékponti nyo-mást:

pB ⇐
∑

i

xip
◦
i6. Ha a be
sült p és a számított pB nyomások egy el®írt hibahatáron belülmegegyeznek, akkor a be
sült nyomást elfogadjuk harmatponti nyomás-nak: pH ⇐ p, és a számítást befejezzük.7. Ellenkez® esetben módosítjuk p értékét, és visszatérünk a 2. ponthoz.A fenti algoritmus átfogalmazható a következ® alakban:HP-id-b Algoritmus: Harmatponti nyomás meghatározásaAdott: T h®mérséklet és y pára-összetételKeresett: pH harmatponti nyomás és x egyensúlyi folyadék-összetételBe
slés: pH értékét alkalmas p-vel be
süljük.1. A komponensek tenziógörbéinek ismeretében kiszámítjuk a Ki egyensúlyiarányokat:

Ki ⇐
p◦i
p2. Kiszámítjuk a folyadék-moltörteket:

xi ⇐
yi
Ki3. Kiszámítjuk a kapott folyadék-moltörtek összegét:

σ ⇐
∑

i

xi4. Normalizáljuk a moltörteket:
xi ⇐

xi
σ



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1015. Ha σ értéke egy el®írt hibahatáron belül megegyezik 1-gyel, akkor a be
sültnyomást elfogadjuk harmatponti nyomásnak: pH ⇐ p, és a számítástbefejezzük.7. Ellenkez® esetben módosítjuk p értékét, és visszatérünk a 2. ponthoz.Ha a számított buborékponti nyomás nagyobb, mint a be
sült nyomás, vagyha a számított moltört-összeg nagyobb, mint 1, akkor a be
sült nyomás értékét
sökkenteni, ellenkez® esetben növelni kell. A nagy számított buborékponti nyomásugyanis azt jelenti, hogy a számított folyadékban az egyensúlyi értéknél nagyobbaz illékony komponensek aránya a nehezebben illó komponensek rovására.BT-id-a Algoritmus: Buborékponti h®mérséklet meghatározásaAdott: p nyomás és x folyadék-összetételKeresett: TB harmatponti h®mérséklet és y egyensúlyi pára-összetételBe
slés: TB értékét alkalmas T -vel be
süljük.1. A be
sült h®mérsékleten kiszámítjuk a p◦i tenziókat.2. Számítjuk a par
iális nyomásokat:
pi ⇐ xip

◦
i3. Összegezzük a par
iális nyomásokat:

π ⇐
∑

i

pi4. Ha π értéke egy el®írt hibahatáron belül megegyezik p-vel, akkor a be
sülth®mérsékletet elfogadjuk buborékponti h®mérsékletnek: TB ⇐ T , és a 6.pontra lépünk.5. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérséklet értékét, és visszatérünk az1. ponthoz.6. Kiszámítjuk a pára-moltörtek értékét:
yi ⇐

pi
πA számítást befejezzük.Ha a π számított össznyomás kisebb a megadott p nyomásnál, akkor növelni kella h®mérsékletet, ellenkez® esetben 
sökkenteni kell. Az algoritmus átfogalmazhatóa következ® alakban:BT-id-b Algoritmus: Buborékponti h®mérséklet meghatározásaAdott: p nyomás és x folyadék-összetételKeresett: TB harmatponti h®mérséklet és y egyensúlyi pára-összetételBe
slés: TB értékét alkalmas T -vel be
süljük.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1021. A be
sült h®mérsékleten kiszámítjuk a Ki egyensúlyi arányokat:
Ki ⇐

p◦i
p2. Számítjuk a pára moltörteket:

yi ⇐ Kixi3. Összegezzük a moltörteket:
σ ⇐

∑

i

xi4. Ha σ értéke egy el®írt hibahatáron belül megegyezik 1-gyel, akkor a be
sülth®mérsékletet elfogadjuk buborékponti h®mérsékletnek: TB ⇐ T , és a 6.pontra lépünk.5. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérséklet értékét, és visszatérünk az1. ponthoz.6. Normalizáljuk a pára-moltörtek értékét:
xi ⇐

xi
σA számítást befejezzük.Ha a σ számított összeg kisebb 1-nél, akkor növelni kell a h®mérsékletet, el-lenkez® esetben 
sökkenteni kell.HT-id-a Algoritmus: Harmatponti h®mérséklet meghatározásaAdott: p nyomás és y pára-összetételKeresett: TH harmatponti h®mérséklet és x egyensúlyi folyadék-összetételBe
slés: TB értékét alkalmas T -vel be
süljük.1. A be
sült h®mérsékleten kiszámítjuk a p◦i tenziókat.2. Kiszámítjuk a folyadék-moltörteket:

xi ⇐
yip

p◦i3. Kiszámítjuk a kapott folyadék-moltörtek összegét:
σ ⇐

∑

i

xi4. Normalizáljuk a moltörteket:
xi ⇐

xi
σ



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1035. Kiszámítjuk a kapott folyadék-összetételhez tartozó össz-g®znyomást:
π ⇐

∑

i

xip
◦
i6. Ha a megadott p és a számított π nyomások egy el®írt hibahatáron belülmegegyeznek, akkor a be
sült h®mérsékletet elfogadjuk harmatponti h®mérsék-letnek: TH ⇐ T , és a számítást befejezzük.7. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérsékletet, és visszatérünk az 1.ponthoz.Ha a π számított nyomás kisebb a megadott p nyomásnál, akkor növelni kell ah®mérsékletet, ellenkez® esetben 
sökkenteni kell. Az algoritmus átfogalmazható akövetkez® alakban:HT-id-4b Algoritmus: Harmatponti h®mérséklet meghatározásaAdott: p nyomás és y pára-összetételKeresett: TH harmatponti h®mérséklet és x egyensúlyi folyadék-összetételBe
slés: TB értékét alkalmas T -vel be
süljük.1. A be
sült h®mérsékleten kiszámítjuk a Ki egyensúlyi arányokat:

Ki ⇐
p◦i
p2. Kiszámítjuk a folyadék-moltörteket:

xi ⇐
yi
Ki3. Kiszámítjuk a kapott folyadék-moltörtek összegét:

σ ⇐
∑

i

xi4. Ha a számított σ összeg egy el®írt hibahatáron belül megegyezik 1-gyel,akkor a be
sült h®mérsékletet elfogadjuk harmatponti h®mérsékletnek:
TH ⇐ T , és a 6. pontra lépünk.5. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérsékletet, és visszatérünk az 1.ponthoz.6. Normalizáljuk a moltörteket:

xi ⇐
xi
σA számítást befejezzük.Ha a σ számított összeg kisebb 1-nél, akkor növelni kell a h®mérsékletet, el-lenkez® esetben 
sökkenteni kell.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 104Tökéletes pára-fázis, nemideális folyadékelegy fázisHa a folyadék nem ideális elegy, de a párát tökéletes gázok ideális elegyének tekint-hetjük, akkor 
sak az aktivitási együtthatóval b®vülnek az összefüggések, meg es-etenként korrek
iókkal a folyadékoldalon. Mivel az aktivitási együttható a folyadék-összetételt®l függ (és nem a pára-összetételt®l), a buborékpont-számítások egysze-r¶bbek, mint a harmatpont-számítások. Adott folyadékösszetétel mellett ráadásulugyanúgy monoton n® a g®znyomás a h®mérséklettel, mint ideális elegyben.BT-γ Algoritmus: Buborékponti h®mérséklet meghatározásaAdott: p nyomás és x folyadék-összetételKeresett: TB buborékponti h®mérséklet és y egyensúlyi pára-összetételBe
slés: TB értékét alkalmas T -vel be
süljük.1. A be
sült h®mérsékleten kiszámítjuk a p◦i tenziókat és a γi aktivitásiegyütthatókat.2. Számítjuk a Ki egyensúlyi arányokat:
Ki ⇐

γ1p
◦
i

p3. Számítjuk a pára moltörteket:
yi ⇐ Kixi4. Összegezzük a moltörteket:
σ ⇐

∑

i

yi5. Ha σ értéke egy el®írt hibahatáron belül megegyezik 1-gyel, akkor a be
sülth®mérsékletet elfogadjuk buborékponti h®mérsékletnek: TB ⇐ T , és a 7.pontra lépünk.6. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérséklet értékét, és visszatérünk az1. ponthoz.7. Normalizáljuk a pára-moltörtek értékét:
yi ⇐

yi
σA számítást befejezzük.Ha a σ számított összeg kisebb 1-nél, akkor növelni kell a h®mérsékletet, el-lenkez® esetben 
sökkenteni kell.BP-γ Algoritmus: Buborékponti nyomás meghatározásaAdott: T h®mérséklet és x folyadék-összetételKeresett: pB buborékponti nyomás és y egyensúlyi pára-összetételBe
slés: -



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1051. Kiszámítjuk a p◦i tenziókat és a γi aktivitási együtthatókat.2. Kiszámítjuk a keresett pB össznyomást:
pB ⇐

∑

i

xip
◦
i3. Kiszámítjuk az egyensúlyi pára-moltörteket:

yi ⇐
xip

◦
i

pBA számítást befejezzük.HT-γ Algoritmus: Harmatponti h®mérséklet meghatározásaAdott: p nyomás és y pára-összetételKeresett: TH harmatponti h®mérséklet és x egyensúlyi folyadék-összetételBe
slés: TH értékét alkalmas T -vel be
süljük, a γi aktivitási együtthatók értékét1-gyel be
süljük.1. Számítjuk a p◦i tenziókat.2. Számítjuk a folyadék-moltörteket:
xi ⇐

yip

γip◦i3. Kiszámítjuk a kapott folyadék-moltörtek összegét:
σ ⇐

∑

i

xi4. Normalizáljuk a moltörteket:
xi ⇐

xi
σ5. Számítjuk a γi aktivitási együtthatókat.6. Számítjuk a kapott folyadék-összetételhez tartozó össz-g®znyomást:

π ⇐
∑

i

γixip
◦
i7. Ha a megadott p és a számított π nyomások egy el®írt hibahatáron belülmegegyeznek, akkor a be
sült h®mérsékletet elfogadjuk harmatponti h®mérsék-letnek: TH ⇐ T , és a számítást befejezzük.8. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérsékletet, és visszatérünk az 1.ponthoz.Ha a π számított nyomás kisebb a megadott p nyomásnál, akkor növelni kell ah®mérsékletet, ellenkez® esetben 
sökkenteni kell.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 106HP-γ Algoritmus: Harmatponti nyomás meghatározásaAdott: T h®mérséklet és y pára-összetételKeresett: pH harmatponti nyomás és x egyensúlyi folyadék-összetételBe
slés: pH értékét alkalmas Tp-vel be
süljük, a γi aktivitási együtthatók értékét1-gyel be
süljük.1. Számítjuk a p◦i tenziókat.2. Számítjuk a folyadék-moltörteket:
xi ⇐

yip

γip◦i
(2.50)3. Kiszámítjuk a kapott folyadék-moltörtek összegét:

σ ⇐
∑

i

xi4. Normalizáljuk a moltörteket:
xi ⇐

xi
σ5. Számítjuk a γi aktivitási együtthatókat.6. Számítjuk a kapott folyadék-összetételhez tartozó össz-g®znyomást:

π ⇐
∑

i

γixip
◦
i7. Ha a be
sült p és a számított π nyomások egy el®írt hibahatáron belülmegegyeznek, akkor a be
sült nyomást elfogadjuk harmatponti nyomás-nak: pH ⇐ p, és a számítást befejezzük.8. Ellenkez® esetben módosítjuk a p nyomást, és visszatérünk a 2. ponthoz.Ha a π számított nyomás kisebb a be
sült p nyomásnál, akkor növelni kell anyomást, ellenkez® esetben 
sökkenteni kell.Általános ϕ/γ esetHa a pára oldalon is összetételfügg® tulajdonságokat (par
iális fuga
itási együt-thatót) kell számítani, akkor a számításokban eggyel több 
iklus fordul el®.2.8.4. Pára/folyadék egyensúlyi számítások ϕ/ϕ módszer al-kalmazásávalA fuga
itási együtthatókat mindig az adott vagy be
sült h®mérsékleten és nyomá-son, és az adott vagy be
sült összetétel mellett kell számítani, és a megfelel® tér-fogatgyök felhasználásával. Ha buborékpontot számítunk, akkor az x folyadékösz-szetétel mellett kapott három valós térfogatgyök közül a legkisebbet kell használni



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 107a folyadékfázis-beli fuga
itási együttható számításához, de a legnagyobb gyök nemhasználható az egyensúlyi párában érvényes fuga
itási együttható meghatározására.Az egyensúlyi párában érvényes fuga
itási együttható meghatározásához el®szörbe
sülni kell a pára y összetételét, és ezen összetétel mellett kell számítani a valóstérfogat-gyököket, melyek közül a legnagyobb használható a fuga
itási együtthatókszámításához. Harmatpont számításánál a helyzett éppen fordított.Mivel a folyadék és a pára fázis nemidealitásának modellje azonos, megadhatjukmind a négy feladat számításának közös vázlatát:BHTP-ϕ Algoritmus: Egyensúlyi számítás ϕ/ϕ módszerrelAdott: T (vagy p) és yI összetétel (folyadék vagy pára)Keresett: p∗ (vagy T ∗) és yII összetétel (pára vagy folyadék)Be
slés: p∗ (avagy T ∗) értékét alkalmas p-vel (T -vel) be
süljük; a ϕI és ϕII fuga
-itási együtthatókat 1-gyel vagy pontosabb módszerel be
süljük, vagy ezek helyetta Ki egyensúlyi arányokat be
süljük.1. Számítjuk a ϕI
i fuga
itási együtthatókat.2. Beállítjuk egy n számláló értékét n⇐ 0-ra.3. Számítjuk az egyensúlyi arányokat:

Ki ⇐
ϕI
i

ϕII
i4. Számítjuk az egyensúlyi moltörtek értékét:

yIIi ⇐ Kiy
I
i5. Összegezzük a moltörteket:

σ ⇐
∑

i

yIIi6. Normalizáljuk a moltörteket:
yIIi ⇐ yIIi

σ7. Számítjuk a ϕII
i fuga
itási együtthatókat.8. Számítjuk az egyensúlyi arányokat:

Ki ⇐
ϕI
i

ϕII
i9. Ha n = 0, akkor a 12. pontra lépünk.10. Ellenkez® esetben számítjuk az el®z®leg és most számolt moltörtek eltérését(négyzetes vagy abszolut érték, mindegy, 
sak valamilyen értelmes normalegyen):

∆ ⇐
∑

i

∣

∣yIIi − yeIIi
∣

∣



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 10811. Ha a számított ∆ eltérés kisebb, mint egy el®re megadott ki
siny pozitív
δ, akkor a 14. pontra lépünk (kilépünk a bels® 
iklusból).12. Ellenkez® esetben tároljuk a kapott moltörtek értékét:

yeIIi ⇐ yIIi13. n értékét növeljük:
n⇐ n+ 1és visszlépünk a 3. pontra (bels® 
iklus).14. Ha σ értéke egy el®írt ε hibahatáron belül megegyezik 1-gyel, akkor a be
-sült nyomást (h®mérsékletet) elfogadjuk a keresett nyomásnak (h®mérsék-letnek): p∗ ⇐ p (T ∗ ⇐ T ) , és a számítást befejezzük.15. Ellenkez® esetben módosítjuk a p nyomás (T h®mérséklet) értékét, és visz-szatérünk az 1. ponthoz (küls® 
iklus).Ez a vázlat �nomítandó annak megfelel®en, hogy a kezdeti h®fok/nyomás be
-slés és az összetétel esetleg nem felel meg a kívánt fázisnak. Például folyadékfázisszámításakor a be
sült h®mérsékleten az adott összetétel mellett egyetlen valósgyököt kapunk, és az nagyobb, mint a kritikus térfogat: ez nem használható afolyadékbeli fuga
itások be
slésére. Az ilyen jelleg¶ hibák felismerésére és kezeléséreeseti, spe
iális megoldások alkalmazhatók.2.8.5. Pára/folyadék megoszlások számításaAz egyszer¶ egyensúlyi számítások esetében mindig ismerjük az egyik fázis összetételét,és az egyensúlyi arány alkalmas be
slése után számíthatjuk a másik fázis be
sültösszetételét, annak alapján pedig fuga
itását. Mivel a megoszlási feladatoknál egyikegyensúlyi fázis összetételét sem ismerjük, az egyensúlyi arány be
slése nem ele-gend® a fázisok számításához. Ha viszont ismert a fázisarány, vagy jó be
slésünkvan róla, akkor a két fázis összetétele a következ®k alapján számítható:Ha F , V és L jelöli sorra a táp, a pára és a folyadék mennyiségét, továbbá λjelöli a λ = L/F folyadékarányt, akkor az alábbi komponensmérlegek

Fzi = V yi + Lxi (i = 1, 2, . . . , c)és az
F = V + Lteljes anyagmérleg alapján felírható a folyadékaránnyal kifejezett komponensmér-leg:

zi = (1− λ)yi + λxi (i = 1, 2, . . . , c)A Ki egyensúlyi arány ismeretében mindkét fázis összetétele kifejezhet®:
xi =

zi
λ+ (1− λ)Ki

(i = 1, 2, . . . , c) (2.51)
yi =

Kizi
λ+ (1− λ)Ki

(i = 1, 2, . . . , c) (2.52)



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 109A moltört-összegeknek 1-et kell adniuk:
∑

i

zi
λ+ (1− λ)Ki

= 1 (2.53)
∑

i

Kizi
λ+ (1− λ)Ki

= 1 (2.54)Adott Ki egyensúlyi arányokhoz megkereshet® az a λ folyadékarány, ami mel-lett vagy a folyadék-moltörtek vagy a pára-moltörtek összege 1-et ad. (A két felté-tel egyszerre 
sak akkor teljesül, ha a λ és a Ki értékek összetartoznak.) Adott(be
sült) Ki értékek mellett megkereshet® akár (2.53), akár (2.54) λ-gyöke, amit(2.51)-ba és (2.52)-be helyettesítve megkapjuk a fázisok összetételeit. Az egyikfázisban (amelyre nézve a gyököt megkerestük) a moltörtek összege 1, a másik-ban a moltörteket normalizálni kell. A (2.53) és (2.54) egyenletek azonban nemmonoton változnak a 0 ≤ λ ≤ 1 tartományban, ami numerikus nehézséget okozhat.Ezért 
élszer¶ ezek helyett a kett® kombiná
iójából számítani a folyadékarányt:
ψ(λ) ≡

∑

i

yi −
∑

i

xi =
∑

i

(Ki − 1)zi
λ+ (1− λ)Ki

= 0 (2.55)Az így kapott moltörtek általában egyik fázisban sem elégítik ki az összegzésifeltételt, ezért ezeket (mindkét fázisban) normalizálni kell. Viszonzásképpen a(2.55)-ben de�niált ψ(λ) függvény deriváltja, vagyis
dψ(λ)

dλ
=
∑

i

(Ki − 1)2zi

[λ+ (1− λ)Ki]
2 > 0 (2.56)mindig pozitív, tehát ψ(λ) szigorúan monoton növekv® függvény, ami megkönnyítia gyökkeresést.Az izoterm-izobar és az adiabatikus �ash számításoknál nem tudhatjuk el®re,hogy a rendszer valóban kétfázisú-e, illetve, hogy ha nem, akkor folyadék- vagypára fázisban van-e. Akármelyik állapotban van is a rendszer a modell szerint, aszámítás befejezése el®tt 
sak be
sült Ki egyensúlyi arányokat ismerünk, melyekesetleg olyan fázisállapothoz tartoznak, ami eltér a megoldáshoz tartozó értékt®l.Például a modell szerint a rendszernek 98 molszázaléka folyadék és 2 molszázalékapára, azonban az iteratív számítás közben a be
sült Li egyensúlyi arányok annyirakisebbek a valódi megoldásnál, hogy az 100 százalék folyadékra utal.Annak feltétele, hogy az adott (be
sült) Ki értékek mellett a (2.55) egyenletgyöke 0 és 1 közé essen, vagyis hogy az egyenlet két fázist jelezzen, a monotonnövekedés miatt az, hogy λ = 0-nál negatív, λ = 1-nél pedig pozitív értéke legyena ψ(λ) függvénynek (ekkor esik a gyök a kívánt tartományba). A 2.2. táblázatmutatja a végponti értékek öt lehetséges kombiná
ióját, és azok értelmezését.Ha számítás közben a be
sült Ki értékek mellett a (2.55) egyenlet gyöke nemesik 0 és 1 közé, akkor a 2.2. táblázat értelmezése szerinti folyadék- vagy pára-állapotban kell újra számítani az egyensúlyi arányokat.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1102.2. táblázat. A (2.55)-ban de�niált ψ(λ)függvény értékeinek értelmezése
ψ(0) ψ(1) fázisállapot ψψ ≡ ψ(0)ψ(1)
< 0 < 0 aláh¶tött folyadék > 0
< 0 = 0 buborékponti folyadék = 0
< 0 > 0 két fázis < 0
= 0 > 0 harmatponti pára = 0
> 0 > 0 túlhevített pára > 0Izoterm-izobar �ash számításaEbben az esetben a megoszlást (vagy meg nem oszlást) a h®fok és a nyomás a bruttoösszetétellel együtt egyértelm¶en meghatározza, és az entalpiák a megoszlás (vagymeg nem oszlás) ismeretében utólag számíthatók. (Ha ismert a táp h®tartalma,akkor utólag kiszámítható, hogy mennyi f¶tésre vagy h¶tésre van szükség a kívánth®fok és nyomás beállításához.)VL-TP Algoritmus: Izoterm-izobar �ash számítás ϕ/ϕ vagy ϕ/γ mód-szerrelAdott: T , p, és zKeresett: λ, x és/vagy y, és megoszlás esetén KBe
slés: K1. Számítjuk az összetételt®l független adatokat (h®fokfügg® köl
sönhatásiegyütthatókat, aktivitási együttható modell alkalmazása esetén a tenz-iókat).2. Számítjuk a ψ(0) és ψ(1) értékeket, valamint a ψψ ⇐ ψ(0)ψ(1) értéket.3. Ha ψψ ≥ 0, akkor egyetlen fázist találtunk és a számítást befejezzük.4. Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van köztes gyöke (két fázis lehet).5. Meg®rizzük a legutóbbi K-be
slést:

Kei ⇐ Ki6. Megkeressük a (2.55) egyenlet λ gyökét 0 és 1 között.7. Számítjuk mindkét fázis összetételét a (2.53) és (2.54) egyenletekkel.8. Normalizáljuk az összetételeket.9. Számítjuk az egyes fázisok tulajdonságait a normalizált összetételekkel.Állapotegyenlet esetében számítjuk az elegy kevert paramétereit, számítjuka térfogat-gyököket, kiválasztjuk a megfelel® gyököt, és számítjuk a par-
iális fuga
itási együtthatókat. Aktivitási együttható modell alkalmazásaesetén számítjuk az aktivitási együtthatókat és szükség esetén a korrek-
iókat.10. A ϕ/ϕ vagy ϕ/γ módszer alkalmazásától függ®en, a 9. pontban számított



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 111adatokból számítjuk a következ® eltérést:
σ ⇐

∣

∣

∣

∣

yIi ϕ
I
i − yIIi ϕ

II
i

yIIi ϕ
II
i

∣

∣

∣

∣vagy
σ ⇐

∣

∣

∣

∣

∣

−p+
∑

i

γixiϕ
◦,L
i p◦iP

yiϕV
i

∣

∣

∣

∣

∣illetve ennek megfelel®en egyszer¶sített alakját.11. Ha σ értéke kisebb, mint egy el®re rögzített ε hibakorlát, akkor két fázisvan a számított x, y, és λ adatokkal. A számítást befejezzük.12. Ha nem, akkor a ϕ/ϕ vagy ϕ/γ módszer alkalmazásától függ®en, a 9.pontban számított adatokból újraszámítjuk a Ki egyensúlyi arányokat.13. Számítjuk a ψ(0) és ψ(1) értékeket, valamint a ψψ ⇐ ψ(0)ψ(1) értéket.14. Ha ψψ ≥ 0, akkor egyetlen fázist találtunk és a számítást befejezzük.15. Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van köztes gyöke (két fázis lehet).Számítjuk a régi és a felújított egyensúlyi arányok eltérésének normáját:
∆ ⇐

∑

i

|Kei −Ki|16. Ha ∆ értéke kisebb, mint egy el®re rögzített δ hibakorlát, akkor két fázisvan a számított x, y, és λ adatokkal, bár a számítás pontossága nem érteel az ε korlátot. A számítást befejezzük.17. Ha nagyobb, akkor visszalépünk az 5. pontra.Izobar adiabatikus �ash számításaEbben az esetben az entalpiamérleg határozza meg a rendszer állapotát, vele együttaz egyensúlyi h®mérsékletet.Legegyszer¶bb esetben úgy járhatunk el, hogy az izoterm-izobar �ash számítástegy olyan 
iklusba ágyazzuk, amiben a h®mérséklet az ismeretlen változó:VL-PQ-szekv Algoritmus: Izobar adiabatikus �ash számítás beágyazott
iklussalAdott: p, J , és zKeresett: λ, T , x és/vagy y, és megoszlás esetén KBe
slés: K és T1. A VL-TP Algoritmus végrehajtása.2. H és/vagy h számítása a kapott fázisösszetételek mellett.3. Az entalpia-mérleg hibájának számítása:
σ ⇐ |λh+ (1− λ)H − J |4. Ha a σ hiba kisebb, mint egy el®re elhatározott ε korlát, akkor a számítástbefejezzük.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1125. Ellenkez® esetben módosítjuk T értékét, és visszatérünk az 1. pontra.Az entalpiamérleg hibájának el®jeléb®l lehet következtetni arra, hogy a h®mérsék-letet növelni vagy 
sökkenteni kell.Gyorsabb számítást biztosít a folyadékarány és a h®mérséklet egyidej¶ felújítása,aminek egyik alkalmas módszere a kétváltozós Newton-iterá
ió. Ekkor a (2.55)egyenlet alábbi értelmezésének
ψ (λ, T ) ≡

∑

i

(Ki − 1)zi
λ+ (1− λ)Ki

= 0 (2.57a)és az alábbi h®mérlegnek
ζ (λ, T ) ≡ λh+ (1− λ)H − J = 0 (2.57b)az együttesét, mint λ és T kétváltozós kétérték¶ függvényét tekintjük. A New-ton-módszer alkalmazásához szükség van mindkét függvény mindkét par
iális de-riváltjára. A (2.57a) függvény λ-szerinti par
iális deriváltját megadja a (2.56) össze-függés. A (2.57b) függvény λ-szerinti par
iális deriváltja közelíthet® úgy, hogy Hés h λ-függését elhanyagoljuk:

(

∂ζ(λ, T )

∂λ

)

T
≈ h−HA (2.57b) függvény T -szerinti par
iális deriváltja megkapható az entalpiafüggvényekderiváltjaiból:

(

∂ζ(λ, T )

∂T

)

λ
= λ

∂h

∂T
− (1− λ)

∂H

∂TA (2.57a) függvény T -szerinti par
iális deriváltja pedig vagy elhanyagolható, vagynumerikus di�eren
iálással számítható.VL-PQ-szimu Algoritmus: Izobar adiabatikus �ash számítás szimultánfelújítássalAdott: p, J , és zKeresett: λ, T , x és/vagy y, és megoszlás esetén KBe
slés: K, T és λ1. Meg®rizzük a legutóbbi K-be
slést és λ-be
slést:
Kei ⇐ Ki

λe⇐ λ2. Számítjuk a ψ(λ, T ) és a ζ(λ, T ) függvényeket és par
iális deriváltjaikat.3. A Newton-módszer szerint felújítjuk λ és T értékét.4. Számítjuk mindkét fázis összetételét a (2.53) és (2.54) egyenletekkel.5. Normalizáljuk az összetételeket.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1136. Számítjuk az egyes fázisok tulajdonságait a normalizált összetételekkel.Állapotegyenlet esetében számítjuk az elegy kevert paramétereit, számítjuka térfogat-gyököket, kiválasztjuk a megfelel® gyököt, és számítjuk a par-
iális fuga
itási együtthatókat. Aktivitási együttható modell alkalmazásaesetén számítjuk az aktivitási együtthatókat és szükség esetén a korrek-
iókat.7. A ϕ/ϕ vagy ϕ/γ módszer alkalmazásától függ®en, a 6. pontban számítottadatokból számítjuk a következ® eltérést:
σ ⇐

∣

∣

∣

∣

yIi ϕ
I
i − yIIi ϕ

II
i

yIIi ϕ
II
i

∣

∣

∣

∣vagy
σ ⇐

∣

∣

∣

∣

∣

−p+
∑

i

γixiϕ
◦,L
i p◦iP

yiϕV
i

∣

∣

∣

∣

∣illetve ennek megfelel®en egyszer¶sített alakját.8. Ha σ értéke kisebb, mint egy el®re rögzített ε hibakorlát, akkor két fázisvan a számított x, y, és λ adatokkal. A számítást befejezzük.9. Ha nem, akkor a ϕ/ϕ vagy ϕ/γ módszer alkalmazásától függ®en, a 6.pontban számított adatokból újraszámítjuk a Ki egyensúlyi arányokat.10. Számítjuk a ψ(0) és ψ(1) értékeket, valamint a ψψ ⇐ ψ(0)ψ(1) értéket.11. Ha ψψ ≥ 0, akkor egyetlen fázist találtunk és a számítást befejezzük.12. Ha nem, akkor számítjuk a régi és a felújított egyensúlyi arányok eltéréséneknormáját:
∆1 ⇐ |λe − λ|

∆2 ⇐
∑

i

|Kei −Ki|13. Ha ∆1 értéke kisebb, mint egy el®re rögzített δ1 hibakorlát és ∆2 értékekisebb, mint egy el®re rögzített δ2 hibakorlát, akkor két fázis van a számí-tott x, y, és λ adatokkal, bár a számítás pontossága nem érte el az εkorlátot. A számítást befejezzük.14. Ellenkez® esetben visszalépünk az 1. pontra.2.8.6. Folyadék/folyadék és pára/folyadék/folyadék megosz-lások számításaA pára-folyadék egyensúlyi számításoknál el®forduló forráspont- és harmatpont-számításokkal analog feladatok a folyadék-folyadék egyensúlyok számításánál nemszoktak felmerülni. Általában az a kérdés merül föl, hogy adott nyomáson és h®-mérsékleten az adott összetétel¶ elegy megoszlik-e, és ha igen, akkor hogyan osz-lik meg két (vagy több) folyadék-fázisra. Ennek megfelel®en a folyadék-folyadékmegoszlási számítások az izoterm-izobar �ash számítás mintájára történnek. Azegyetlen eltérés az, hogy most γ/γ módszer is használható, s®t, ez a gyakoribb. Akét folyadék-fázist I és II fels® indexszel jelöljük az alábbi algoritmusban:



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 114LL Algoritmus: Izoterm-izobar folyadék-megoszlási számításAdott: T , p, és zKeresett: λ, folyadékmegoszlási arány, xI és/vagy xII és megoszlás esetén Kfolyadékbeli megoszlási arányokBe
slés: K1. Számítjuk az összetételt®l független adatokat (h®fokfügg® köl
sönhatásiegyütthatókat, aktivitási együttható modell alkalmazása esetén a tenz-iókat).2. Számítjuk a ψ(0) és ψ(1) értékeket, valamint a ψψ ⇐ ψ(0)ψ(1) értéket.3. Ha ψψ ≥ 0, akkor egyetlen fázist találtunk és a számítást befejezzük.4. Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van köztes gyöke (két fázis lehet).5. Meg®rizzük a legutóbbi K-be
slést:
Kei ⇐ Ki6. Megkeressük a (2.55) egyenlet λ gyökét 0 és 1 között (x helyett xI szere-pel).7. Számítjuk mindék fázis összetételét a (2.53) és (2.54) egyenletekkel (x és

y helyett xI és xII szerepel).8. Normalizáljuk az összetételeket.9. Számítjuk az egyes fázisok tulajdonságait a normalizált összetételekkel.Állapotegyenlet esetében számítjuk az elegy kevert paramétereit, számítjuka térfogat-gyököket, kiválasztjuk a megfelel® gyököt, és számítjuk a par-
iális fuga
itási együtthatókat. Aktivitási együttható modell alkalmazásaesetén számítjuk az aktivitási együtthatókat és szükség esetén a korrek-
iókat. γ/γ módszer alkalmazása esetén a korrek
iók számítására nin
sszükség.10. A ϕ/ϕ vagy γ/γ módszer alkalmazásától függ®en, a 9. pontban számítottadatokból újraszámítjuk a Ki egyensúlyi arányokat.11. Számítjuk a ψ(0) és ψ(1) értékeket, valamint a ψψ ⇐ ψ(0)ψ(1) értéket.12. Ha ψψ ≥ 0, akkor egyetlen fázist találtunk és a számítást befejezzük.13. Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van köztes gyöke (két fázis lehet).Számítjuk a régi és a felújított egyensúlyi arányok eltérésének normáját:
∆ ⇐

∑

i

|Kei −Ki|14. Ha ∆ értéke kisebb, mint egy el®re rögzített δ hibakorlát, akkor két fázisvan a számított xI , xII és λ adatokkal, bár a számítás pontossága nemérte el az ε korlátot. A számítást befejezzük.15. Ha nagyobb, akkor visszalépünk az 5. pontra.Az algoritmus gyenge pontja az egyensúlyi arányok alkalmas be
slése. Könnyenel®fordulhat, hogy a 3. pontban egyetlen fázist kapunk, pusztán a K értékek rosszbe
slése miatt. Ugyan
sak gyakori hibája az LL Algoritmusnak, hogy gyakran



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 115vezet a 12. pontban egyetlen fázishoz, míg a modell szerint az adott összetétel kétfázisra válik szét (ez a szétvált fázisok összetételének ismeretében ellen®rizhet®).Ez az ún. "triviális megoldás". Ennek elkerüléséhez 
élszer¶ úgy be
sülni a
K egyensúlyi arányokat, hogy azok a komponensek szétválását eltúloz-zák: ha várhatóan Ki > 1, akkor Ki értékét be
süljük túl, ha ellenben Ki < 1,akkor Ki értékét be
süljük alul. Ez sem teljesen biztos módszer, 
sak valószí-n¶leg vezet jó eredményre. A probléma azzal a kérdéssel kap
solatos, hogy azadott összetétel¶, nyomású és h®mérséklet¶ homogén fázis stabil-e, vagy különböz®összetétel¶ fázisokra válik szét, és hogy miként lehet erre a kérdésre megbízhatóanválaszt kapni. Ezzel a kérdéssel a 2.10. alfejezetben foglalkozunk.A pára-folyadék-folyadék egyensúlyok számításának leggyakoribb (és szeren
-sére legegyszer¶bb) esete a buborékpont-számítás esetleg kettéváló folyadékfázismellett. E számításnál tekintettel kell lenni arra, hogy a pára fázis nem valam-ilyen brutto összetétel¶ folyadékfázissal áll egyensúlyban, hanem külön-külön az egyes folyadékfázisokkal. Ezért a pára-folyadék egyenúly ellen®rzéséhezismerni kell az egyes folyadékfázisok összetételét, vagyis a folyadék megoszlását is.A folyadékmegoszlás számítása elmulasztásának következményeit az 1 bar nyo-mású izobutanol�víz rendszer példáján mutatjuk be. Az egyensúlyokat módosí-tott Raoult-Dalton összefüggéssel, az aktivitási együtthatókat UNIQUAC modellelszámítjuk; a köl
sönhatási paraméterek: 493.100 és 87.888 
al/(mol K).Ha a pára-folyadék egyensúlyokat brutto folyadékösszetételhez számítjuk (vagyisha nem vesszük tekintetbe, hogy a folyadék szétválhat), akkor a 2.13 ábra szer-inti eredményt kapjuk. Itt a harmatpontok görbéje rövid szakaszon "fe
skefarok"-jelleg¶ h®mérsékletátfedést, az egyensúlyi görbe pedig in�exiót és visszahajlást mu-tat. Ha ezzel szemben a számítás során tekintetbe vesszük a folyadékmegoszláslehet®ségét, kiszámítjuk a megoszlást, és az egyik vagy másik folyadékösszetételhezszámítjuk az egyensúlyi párát, akkor a 2.14 ábra szerinti heteroazeotrop jeleg¶,helyes eredményhez jutunk.Mivel a két folyadékfázis egymással egyensúlyban van, elegend® a pára és 
sakaz egyik folyadékfázis egyensúlyát ellen®rizni, ebb®l következik a pára egyensúlyaa másik folyadékfázissal is. Egy lehetséges algoritmus a következ®:VLL Algoritmus: Buborékponti h®mérséklet meghatározása folyadék-megoszlás mellettAdott: p nyomás és z brutto folyadékösszetételKeresett: TB buborékponti h®mérséklet, xI és xII egyensúlyi folyadékösszetételek,valamint y egyensúlyi páraösszetételBe
slés: TB értékét alkalmas T -vel be
süljük. A folyadékfázisbeli megoszlási arányokatalkalmas K arányokkal be
süljük. Szükség esetén a pára fázisban érvényes fuga
-itási együtthatókat is be
süljük (egyszer¶ esetben értékük: 1).1. A be
sült h®mérsékleten kiszámítjuk a h®fokfügg® adatokat (pl. a tenz-iókat).2. Végrehajtjuk az LL Algoritmust.3. Egy n számláló értékét nullázzuk.
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2.13. ábra. Izobutanol-víz, 1 bar, brutto x
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2.14. ábra. Izobutanol-víz, 1 bar, folyadékmegoszlással



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 1184. Számítjuk az egyik folyadékfázis és a pára fázis közti K∗ egyensúlyiarányokat.5. Számítjuk a pára-fázis összetételét:
yi ⇐ K∗

i x
I
i6. Ha n = 0, akkor a 10. pontra lépünk. Egyébként:7. Összegezzük a pára-moltörteket:

σ ⇐
∑

i

yi8. Számítjuk a kapott pára-moltörtek és a korábbi pára-moltört-be
slésekeltérését:
∆ ⇐

∑

i

|yi − yei|9. Ha∆ értéke kisebb, mint egy el®re rögzített hibakorlát, akkor a 15. pontralépünk. Egyébként:10. Tároljuk a kapott (nem normalizált) moltörteket:
yei ⇐ yi11. Normalizáljuk a pára-moltörteket:
yi ⇐

yi
σ12. Növeljük a számláló értékét:

n⇐ n+ 113. Újraszámítjuk a pára fázis összetételfügg® adatait, ha a modell tartalmazilyeneket.14. Visszalépünk a 4. pontra (bels® 
iklus).15. Ha σ értéke egy el®írt hibahatáron belül megegyezik 1-gyel, akkor a be
sülth®mérsékletet elfogadjuk buborékponti h®mérsékletnek: TB ⇐ T , és a 17.pontra lépünk.16. Ellenkez® esetben módosítjuk a T h®mérséklet értékét, és visszatérünk az1. ponthoz (küls® 
iklus).17. Normalizáljuk a pára-moltörteket:
yi ⇐

yi
σA számítást befejezzük.2.8.7. Pára-oldali nemidealitás kezelése ϕ/γ módszer használataeseténA par
iális fuga
itási együtthatót általában állapotegyenletb®l számíthatjuk. Érdemesazonban az alábbi két spe
iális esetet külön tárgyalni.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 119Második viriálegyüttható alkalmazásaA pára-oldali nemidealitást legegyszer¶bben a második tagig (B) 
sonkított viriál-egyenlettel írhatjuk le.Térfogatra kifejezett viriálegyenlet alkalmazása esetében ennek kom-presszibilitásra átalakított formája:
Z ≡ pV

RT
= 1 +

B(V )p

RT
(+ · · · )Ekkor az adott nyomáson és h®mérsékleten a pára-oldali fuga
itási együtthatóta második viriálegyütható függvényében fejezhetjük ki. Tiszta anyag esetében afuga
itási együttható éppen:

lnϕ =
B(V )p

RTHa az elegy második viriálegyütthatóját
B(V ) =

∑

i

∑

j

yiyjB
(V )
ijalakban számítjuk, akkor a par
iális fuga
itási együttható a következ® alakú:

lnϕi =
p

RT



−B(V ) + 2
∑

j

yjB
(V )
ij



Nyomásra kifejezett viriálegyenlet esetében a 
sonkított egyenlet kom-presszibilitásra átalakított formája:
Z ≡ pV

RT
= 1 +

B(p)

V
(+ · · · )Ekkor az adott nyomáson és h®mérsékleten a pára-oldali fuga
itási együtthatót amásodik viriálegyütható függvényében másképp fejezhetjük ki. A par
iális fuga
-itási együttható (2.19) alapján:

lnϕi = − lnZ +
2

V

∑

j

yjB
(p)
ijTiszta anyag esetében a fuga
itási együttható:

lnϕ = − lnZ +
2B(p)

VPára fázisban asszo
iáló komponensekMivel az asszo
iá
ió tiszta komponens esetében is fellép, a mért (és illesztett) ten-ziógörbe 
sak látszólagos egyensúlyt ír le. Valójában a folyadékkal olyan pára tart



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 120egyensúlyt, melyben monomer és dimer (vagy n-mer) molekulák is vannak. Afolyadékbeli "monomer" valódi tenziója ezért kisebb, mint a látszólagos tenzió. Amonomer ↔ n-mer kémiai egyensúlyi reak
ióK egyensúlyi arányának és a látszóla-gos tenzióknak az ismeretében kifejezhet®k a komponensek "valódi" moltörtjei, ésennek alapján felírható a fuga
itási együttható értéke. Dimerizá
ió esetében a fu-ga
itásokkal kifejezett egyensúlyi arány:
K =

1

p

zAAϕAA

z2Aϕ
2
A

(2.58)ahol zA és zAA a dimerizálódó A-komponens monomerjének és dimerjének "valódi"moltörtjei, ϕA és ϕAA a megfelel® fuga
itási együtthatók. A dimerizá
ió többféleformalizmussal is kezelhet®.Az egyik lehetséges módszer szerint (Marek, 1955 ) a (2.58)-ben szerepl®fuga
itási együttható résztörtet exponen
iális jelleg¶ kifejezéssel közelítjük:
ϕAA

ϕ2
A

≈ exp

(

−pBV

RT

)Legyen Kz a "valódi" moltörtekkel kifejezett megfelel® arány:
Kz ≡ zAA

z2A
= pK exp

(

−pBV

RT

) (2.59)Ennek alapján, ha az elegy asszo
iáló A és nemasszo
iáló B komponenseket tar-talmaz, akkor a "valódi" moltörtek kifejezése az asszo
iáló A komponens esetében:
zA =

−1 +
√

1 + 4KzyA(2 − yA)

2Kz(2− yA)
(2.60)a nemasszo
iáló B komponens esetében pedig:

zB = yB
1 + 2Kz(2− yA)−

√

1 + 4KzyA(2− yA)

2Kz(2− yA)2
(2.61)Adott h®fokon és nyomáson a Kz arány K és BV ismeretében (2.59) alapjánszámítható. A dimerizá
iós egyensúlyi arány Arrhenius-jelleg¶ kifejezéssel közelít-het® a h®mérséklet függvényében:

− lnK = A− B

T
(2.62)A (2.60) és (2.61) "valódi" moltörtek ismeretében a fuga
itási együttható kifejezése:

ϕi =
zi
yi

exp

(

−pBi,V

RT

)Egy másik lehetséges módszer ala
sony nyomáson (kb. 5 bar alatt) a"valódi" fuga
itási együtthatók elhanyagolása, vagyis annak feltételezése, hogy az
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n-merizá
iós kémiai egyensúly kialakulása után a monomer és n-mer molekulák apárában tökéletes gáz ideális elegyét alkotják (Marek és Standart, 1954). A par-
iális nyomásokkal kifejezett dimerizá
iós egyensúlyi arány de�ní
iója:

K =
pAA

p2A
(2.63)Az egyensúlyi állandót továbbra is (2.62) közelítheti. Az összes nyomást a monomer,dimer és a nemasszo
iáló komponensek par
iális nyomásainak összege adja. Binerrendszerben (ha A mellett 
sak B komponens van):

p = pA + pAA + pBTökéletes gáz ideális elegyében a látszólagos (mért) moltört a par
iális nyomá-sokkal kifejezhet®:
yA =

pA + 2pAA

p+ pAA
(2.64)A par
iális nyomás módosított Raoult-Dalton kifejezése

pA = γAxAp
◦
A (2.65)amonomer par
iális nyomását szolgáltatja, ha a képletben szerepl® tenzió a hipotetikusnemdimerizálódó monomer tenziót jelenti. Ugyanakkor ez (2.63) szerint kap
solat-ban áll a mérhet® pm tenzióval is:

(p◦A)m = p◦A +K (p◦A)
2Ebb®l kifejezhet® a hipotetikus monomer tenzió:

p◦A =
1−

√

1− 4K (p◦A)m
2KEzt (2.65)-ba helyettesítve megkapjuk a monomer par
iális nyomását, abból(2.63)-mal a dimer par
iális nyomását, és ezzel használható a (2.64) összefüggés.A párában vegyes dimer molekulák is el®fordul(hat)nak, ezek �gyelembe vételeugyanilyen formában történhet.2.8.8. Mért pára-folyadék egyensúlyi adatok termodinamikaiellen®rzéseEbben az alfejezetben 
sak biner elegyekre vonatkozómérések ellen®rzésével foglalkozunk.Miel®tt a mért adatokhoz valamilyen aktivitási együttható modellt vagy állapot-egyenlet elegyítési modellt illesztenénk, 
élszer¶ ellen®rizni, hogy az adatrendszerkielégíti-e az illesztend® modellt®l független, általános termodinamikai összefüg-géseket. Ilyen összefüggések pl.:

RT ln γi ≡
(

∂n∆EG

∂ni

)

T, p, n̂i

(2.66)
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∑

i

xid ln γi =
∆EV

RT
dp− ∆EH

RT 2
dT (2.67)Természetesen ezen összefüggések a mért adatokhoz soha nem illeszkednek tökélete-sen, hanem 
sak a mérési hibák által okozott bizonytalansággal terhelve. Miveléppen a mérési hibák pontosan nem ismertek, a gyakorlati tapasztalatok alapjántekintünk bizonyos illeszkedéseket elfogadhatónak vagy elvetend®nek. A konzisz-ten
ia-ellen®rzések els®sorban a rendszeres hibák által okozott eltérések kisz¶résérealkalmasak, de némi tájékoztatást adnak a véletlen hibák nagyságáról is.A leginkább használatos ellen®rz® módszerek a következ®k:Terület-integrál ellen®rzés és lokális ellen®rzésBiner elegyben x2 = 1−x1 ≡ 1−x. A (2.67) összefüggések alapján biner rendszerrefelírható:

d ln
γ1
γ2

=
∆EV

RT
dp− ∆EH

RT 2
dT (2.68)Közönséges folyadékelegyeknél az elegyítési térfogatváltozás nagyon ki
si az egyébtényez®khöz viszonyítva, és ezért elhanyagolható.Izoterm esetben (Hála et al, 1967 ) második tagja azonosan nulla, az els® tagnagyon ki
si, ezért moltört szerint integrálva is közel nullát kell kapnunk:

∫ 1

0

ln
γ1
γ2

dx =

∫ p(x=1)

p(x=0)

∆EV

RT
dp ≈ 0Ez az eredeti, és könnyebben használható módszer. Az aktivitási együtthatókugyanis ala
sony nyomáson jól be
sülhet®k tökéletes gáz pára oldal feltételezésével(2.50 egyenlet):

γi =
yip

xip◦iA be
sült aktivitási együtthatók arányának logaritmusát x függvényében ábrá-zolva numerikusan vagy gra�kusan integrálhatunk. Általában a [0,1℄ szakasz egyrészén a függvény pozitív, egy másik részén negatív, és az integrál akkor nulla,ha a függvény és az x tengely közti két részterület egyenl®. Ezért nevezik e mód-szert a területintegrál módszerének. King (1969) elemzi a benzol - n-heptánelegy két (irodalomban közölt) méréssorát ezzel a módszerrel (2.15 ábra). Az üreskörökkel jelzett adatok szerint a negatív tartományban lefedett terület lényegesennagyobb a pozitív területnél; ez a méréssor hibás. A teli körökkel jelzett adatokterületintegrálja közel nulla, a méréssor elfogadható.Izobar esetben �gyelembe kell venni az elegyítési h®ket is, amir®l általábannem áll rendelkezésünkre mérési adat. Szerves vegyületek elegyítési h®i nem túlnagy és molárisan nem túlságosan különböz® értékek, így az integrál értékére el®zetesbe
slés adható (Herington, 1951 ).
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2.15. ábra. Benzol � n-heptán, területintegrál-ellen®rzés, King, 1969Lokális ellen®rzés: Az integrálást nem 
sak a két végpont között, hanemrövidebb szakaszokon is elvégezhetjük. Például xP > 0 és xQ < 1 között integrálvanem közel nullát, hanem az alábbi értéket kell kapnunk:

∫ xA=xQ

xA=xP

ln
γ1
γ2

dx =

xQ ln γA(xQ) + (1− xQ) ln γB(xQ)− xP ln γA(xP )− (1− xP ) ln γB(xP )Az egész tartományon vett integrálás során a lokális hibák kiegyenlít®dnek.Éppen ezért a területintegrál nem is teljesen megbízható jelz®je a termodinamikaikonziszten
iának, hiszen elfedheti az egyes kiugró lokális eltéréseket. A lokálisrészintegrálok ezzel szemben átfogó képet adnak a mért adatokról. Ugyanakkor arészintegrálok halmaza szükségszer¶en nagyobb eltéréseket mutat, mint a terület-integrál, és kiértékeléséhez a hibaterjedési törvényt �gyelembe vev® matematikaistatisztikai próbákra van szükség.Maradékok módszereAz általános termodinamikai összefüggések felhasználásával a mért adatok közül azegyik fajta (pl. a pára-moltört) a többi függvényében kifejezhet®. Az így kifejezett(kiszámított) és a mért adatok közti eltérést nevezzük maradéknak. E maradékokelemzésével is ellen®rizhetjük az adatok termodinamikai konziszten
iáját. Egy ilyenmódszert mutatunk be az alábbiakban.



2.8. Elegyek fázisegyensúlyi számításai 124Izoterm esetben az aktivitási együthatók kifejezhet®k, mint:
ln γ1 =

∆EG

RT
+ (1− x)

d

(

∆EG

RT

)

dx
(2.69a)

ln γ2 =
∆EG

RT
− x

d

(

∆EG

RT

)

dx
(2.69b)A pára-oldali nemidealitás elhanyagolásával kifejezhet® az össznyomás (módosí-tott Raoult-Dalton összefüggés):

p(x) = xp◦1 exp









∆EG

RT
+ (1− x)

d

(

∆EG

RT

)

dx









+(1−x)p◦2 exp









∆EG

RT
− x

d

(

∆EG

RT

)

dx







(2.70)A nagy szögletes zárójelben álló kifejezések az aktivitási együtthatókat adjákmeg, a (2.69a)�(2.69b) összefüggések szerint. A (2.70) összefüggés közönséges dif-feren
iálegyenlet, melynek megoldása a ∆EG
RT ≡ G(x) függvény. A p(x) össznyomásmért adat, a vizsgált tartomány (0 ≤ x ≤ 1) peremén a nyomás megegyezik a ten-zióval, a tenziók ismertek, ellenben ismeretlen a G(x) függvény. Ezt az ismeretlenfüggvényt kapjuk meg a di�eren
iálegyenlet numerikus megoldásával.Ha megkaptuk a G(x) függvény számított értékét az x pontokban, akkor a γ1és γ2 aktivitási együtthatókat is számíthatjuk a (2.69a)�(2.69b) összefüggésekb®l.Ezután nin
s akadálya a pára-moltörtek számításának minden ismert x pontban:

y∗i =
γixip

◦
i

pA fenti módszerrel az y∗i pára-moltörteket számítottuk, és e számításhoz 
sak amért x, p, T adatokat használtuk fel. (A h®fokot a tenziók kiszámításánál használ-tuk.) E számított moltörtek összevethet®k a mért pára-moltörtekkel, és elvbenazonosnak kell lenniük:
∆y ≡ y∗i − yi ≈ 0Ha a fent de�niált∆yi maradékokat ábrázoljuk x függvényében, akkor láthatjuk,hogy a maradék (a hiba) hogyan oszlik el a moltört-tengely mentén. Ha a hibaegyenletes eloszlású (pozitív-negatív irányban, illetve a tengely mentén hasonlómérték¶), akkor a hibák véletlen hibáknak tekinthet®k. Ha ellenben a hibák túl-nyomórészt azonos el®jel¶ek, vagy az x tengely mentén nagyságuk tenden
iózusanváltozik (pl. monoton 
sökken vagy n® az érték), az rendszeres hibára utal.



2.9. Modell-paraméterek illesztése és extrapolá
ió 1252.9. Modell-paraméterek illesztése és extrapolá
ió(Ebben az alfejezetben 
sak köl
sönhatási paraméterekkel foglalkozunk, a tisztaanyagokra vonatkozó modellek paramétereivel nem. Azok hasonlóképpen kezel-het®k.)Csak akkor érdemes a modell (vagy modellek) paramétereit az adatokhoz illeszteni,ha a mért adatok kiállták a termodinamikai konziszten
ia-próbákat (melyek közülkett®t mutattunk be a 2.8.8. alfejezetben).A modell alakja általában olyan, hogy tartalmazza a mért T , p, x, y vál-tozókat, és a konkrét anyagok jellemz®it valamilyen a, b, . . . paraméterekkel veszi�gyelembe. Ennek nullára kifejezett (impli
it) alakja:
f(T, p,x,y; a, b, . . . ) = 0Hamegkaptuk a keresett paramétereket, akkor érdemes elemezni az illesztettparaméterek szórását a várható érték körül. A biner köl
sönhatási paramétereker®sen korreláltak, és a paraméterpár pontját az ellipszis hossztengelye men-tén elmozdíthatjuk anélkül, hogy a modellb®l számított eredmények lényegesenmegváltoznának. (A 
élfüggvényben hosszú, közel egyenes nyomvonalú lapos árokfut a hossztengely irányában, melynek minimuma 
sak bizonytalanul állapíthatómeg.) Ezért különböz® illetszési módszerekkel, vagy akár azonos illesz®módszerrel,de különböz® méréssorokhoz illesztve látszólag teljesen különböz® paraméter-párokat kapunk, melyek azonban közel egyformán jól (vagy közel egy-formán rosszul) írják le a mérési eredményeket.Az empirikus modellek illesztett paraméterei általában 
sak a vizsgált h®fok-és nyomástartományban érvényesek. Els®sorban a h®fokra érzékenyek, különösena folyadék-folyadék megoszlást leíró paraméterek.Extrapolálhatók azonban (tapasztalat szerint) a biner rendszerre illesztettparaméterek a többkomponens¶ rendszerek számítására, valószín¶leg azért, merta terner és többkomponens¶ köl
sönhatási energiák és elrendez®dések hatása apára-folyadék egyensúlyokra nagyságrenddel kisebbek a biner hatásoknál. Fordítvanem érdemes eljárni: ha terner mérésekre illesztünk paramétereket, akkor azoktapasztalat szerint nagyon rosszul írják le a biner rendszerek viselkedését. Ez va-lószín¶leg azért van így, mert míg biner rendszerekre illesztés esetén a két vég-pont adatait a tenzió-összefüggések pontosan megadják, addig a terner rendszerekreillesztésnél az összetételi háromszög éleinek (széleinek) viselkedését ilyen összefüg-gés nem adja meg.Nem extrapolálhatók a biner folyadék�folyadék megoszlási mérések ered-ményei terner megoszlásokra, de a terner rendszerre illesztett paraméterek ex-trapolálhatók a többkomponens¶ rendszerek számítására.Nem extrapolálható folyadék-folyadék egyensúlyok leírására a pára-folya-dék egyensúlyra illesztett modell, és viszont. Az empirikus modellek egyike semolyan jó, vagyis nem áll olyan elméleti alapokon, hogy ezt biztosítaná. Sajnos,ugyanazon anyagrendszer esetében is két külön paraméter-rendszert kell illeszteniés használni a pára-folyadék és a folyadék-folyadék egyensúly leírására.Ez még a pára-folyadék-folyadék egyensúlyok számításánál is rendszerint így van.



2.10. Fázisok stabilitásának ellen®rzése 1262.10. Fázisok stabilitásának ellen®rzéseA homogén fázisok kon
entrá
ió- és térfogatingadozásokkal szembeni stabilitásá-nak ellen®rzése részben a közönséges folyadék-folyadék egyensúlyok számításánál,részben nagynyomású fázisegyensúlyok számításánál okoz nehézséget. (Közönségeskörülmények közti pára-folyadék egyensúlyok esetében a szokásos buborékpont- ésharmatpont-számítások jól m¶ködnek.)A folyadék-folyadék egyensúlyoknál kialakuló helyzetet biner rendszereken lehetjól szemléltetni, bár valódi numerikus probléma a többkomponens¶ rendszerekszámításánál merül föl. A folyadék-folyadék egyensúlyt (vagy megoszlást) adotth®mérsékleten és nyomáson vizsgáljuk, ezért az egyik komponens x moltörtje azegyetlen független változó, melynek függvényében ábrázolhatjuk a számított ∆EGszabadentalpia-többletet (2.16 ábra). A függvény valamely pontjához húzottérint® a kémiai poten
iált metszi ki a megfelel® tengelyb®l. (Az x = 0 és az x = 1helyen az egyik ill. a másik komponens kémiai poten
iálja olvasható le.)
PSfrag repla
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2.16. ábra. Metanol � 
iklohexán elegy ∆EG függvénye 20 C h®mérsékletenA∆EG(x) függvény az xmoltört¶ (hipotetikusan) homogén fázis szabadentalpia-többletét mutatja az adott h®fokon és nyomáson. A szabadentalpia egyensúlyi mini-mum-tulajdonsága miatt a z összetétel¶ homogén fázis akkor stabil, ha szétválássalnem képz®dhet két vagy több más, pl. xI és xII összetétel¶, egymással egyensúlyt



2.10. Fázisok stabilitásának ellen®rzése 127tartó homogén fázis úgy hogy
λ∆EG(xI) + (1 − λ)∆EG(xII) < ∆EG(z) (2.71)ahol z = λxI +(1−λ)xII . Ha a (2.71) egyenl®tlenség fennáll, akkor a z összetétel¶homogén fázis instabil. Ha az xI és xII összetétel¶ homogén fázisok önmagukbanstabilak és egymással egyensúlyban állnak, akkor z, xI és xII viszonya az anyag-mérleggel együtt megadja a fázisok arányát. A z összetétel¶ homogén fázist akkortekintjük stabilnak, ha semmiféle xI és xII kombiná
ió melett nem teljesül a (2.71)egyenl®tlenség.Vannak olyan összetételek, melyekr®l könnyen igazolható, hogy instabilak. Ny-ilvánvaló, hogy a z összetétel¶ homogén fázis nem stabil, ha a ∆EG(x) függvény a

z helyen alulról homorú. Matematikailag: a z pont instabil, ha
(

d2∆EG(x)

dx2

)

x = z
< 0 (2.72)A (2.72) feltétel megfordítása (fordított irányú egyenl®tlenség) nem elégségesfeltétele a stabilitásnak. A 2.16. ábrán a z pont kétségtelenül instabil, mertott a ∆EG(x) függvény homorú, vagyis teljesül a (2.72) feltétel. Ugyanakkor az

w összetételnél a (2.72) feltétel nem teljesül, az elegy mégis instabil, mert az xIés xII összetétel¶ pontokhoz húzott közös érint® a ∆EG(w) pont alatt húzódik,tehát ott a kombinált szabadentalpia kisebb, mint a megfelel® homogén fázisban.Jelöljük y1-gyel és y2-vel azokat az összetételeket, melyekben a második deriváltel®je megváltozik:
(

d2∆EG(x)

dx2

)

x = y1, y2
= 0Az y1 és y2 összetétel¶ pontok között a (2.72) feltétel minden pontban teljesül.Ebben a tartományban a folyadékelegy lokálisan instabil. Az xI és xII összetétel¶pontok között a folyadékelegy globálisan instabil. Az xI és y1 illetve az xII és

y2 pontok között lokálisan stabil, de globálisan instabil. A lokálisan stabil, deglobálisan instabil összetétel¶ pontokat metastabil pontoknak nevezzük.A látszat ellenére az xI és xII összetétel¶ pontok nem azonosak a ∆EG(x)függvény q1 és q2 minimumhelyeivel, vagyis ahol
(

d∆EG(x)

dx

)

x = q1, q2
= 0mivel a minimumhely érint®je vízszintes, míg az xI és xII pontokhoz húzott közösérint® általában nem.Ha az xI és xII összetétel¶ homogén fázisok önmagukban stabilak és egymás-sal egyensúlyban vannak, akkor komponensenként azonos a kémiai poten
iál, amitaz érint® metsz ki a megfelel® tengelyb®l, ezért közös az érint®. A kémiai po-ten
iálok azonossága, vagyis a közös érint® szükséges, de nem elégségesfeltétele a fázisegyensúlynak. Ha a ∆EG(x) függvénynek háromnál több lokális



2.11. Ellen®rz® kérdések 128széls®értéke van, akkor több olyan közös érint®t is behúzhatunk (részoptimálismegoldások), melyek értéke a z pontban nagyobb, mint a minimum, melyet az
xI és xII pontokhoz húzott közös érint® x = z pontja ad meg. A kémiai poten-
iálok azonosságát az xI = z és xII = z pontokhoz (vagyis azonos összetétel¶pontokhoz) húzott közös érint® is kielégíti, ez az ún. triviális megoldás. Min-den részoptimális megoldás a maga környezetében lokálisan optimális. A stabilitásifeladat megoldásához a globális minimumot kell megkeresni.Biner elegyeknél a feladat a tartomány végigjárásával, a ∆EG(x) függvényösszes lokális széls®értékének és in�exiós pontjának felderítésével, majd a megfelel®tartományon a közös érint®k megkeresésével és kiértékelésével megoldható. Töb-bkomponens¶ elegyek esetében azonban nem egyetlen xmoltört a független változó,a tartomány gyakorlatban értelmes id® alatt nem járható be, nem kereshet® meg azösszes lokális széls®érték és in�exiós pont, valamint a többérték¶ függvények egyébjellemz® pontjai és vonalai.A többváltozós globális minimumkeresés tetsz®leges alakú folytonos függvényesetére egészen a legutóbbi id®kig (napjainkig) matematikailag megoldatlan volt.Egyes konkrét modell-alakokhoz külön-külön kell (kellett) kidolgozni azokat a kon-vex közelítéseket, melyek felhasználásával hosszadalmas keresés után garantálhatóa globális optimum megtalálása.Ha az alkalmazott modellhez ilyen módszert még nem dolgoztak ki, vagy ha akeresés megengedhetetlenül hosszadalmas, akkor a gyakorlatban bevált olyan mód-szereket lehet alkalmazni, melyek nem garantálják ugyan a globális minimum meg-találását, de jó eséllyel mégis használhatók. Ilyen pl. az LL Algoritmus után írtmegjegyzés az egyensúlyi szétválás túlbe
slésér®l.Pára-folyadék fázisegyensúlyok esetében a feladat annyiban bonyolódik, hogyesetleg a kialakuló fázisokat jellegükt®l függ®en eltér® modellel írjuk le, vagyis nemegyetlen ∆EG(x) függvényt alkalmazunk, hanem két ilyen függvény közös érint®jétkeressük. Általában nem 
sak két, hanem három vagy négy fázis is el®fordulhat, ésel®re nem tudható az egyes fázisok várható összetétele.Újabban az intervallum-aritmetika kifejl®désével lehet®vé vált nemlineáris egyen-letek összes gyökének megkeresése (pl. az ún. intervallum-Newton iterá
ióval),és lehet®vé vált általános alakú 
élfüggvény és korlátok mellett a globális op-timum helyének megbízható numerikus keresése is. A fázisegyensúlyi feladatokszámításában e módszerek felhasználása, az aktuálisan m¶köd® algoritmusok ku-tatása egészen új fejlemény.2.11. Ellen®rz® kérdések1. Mi a fuga
itás?2. Sorolja föl a legismertebb állapotegyenleteket! Milyen fajtái vannak?3. Adott h®fok és nyomás és tiszta anyag esetében a fázisegyensúly ellen®rzéséhezmilyen termodinamikai adatokkal számíthatjuk azokat a fuga
itási együt-thatókat, melyeket össze kell hasonlítani?



2.12. Javasolt irodalom 1294. Hogyan fejezhet® ki a par
iális fuga
itás állapotegyenletb®l számított adattal?Hogyan fejezhet® ki elegyítési többlet modellb®l számított adattal?5. Mire való a Poynting�korrek
ió? Mikor hanyagolható el?6. Mik azok az elegyítési modellek, és mik a keverési modellek?7. Mi a különbség a rá
smodell és a 
ellás modell között?8. Sorolja föl a legismertebb, ill. leginkább alkalmazott aktivitási együtthatómodelleket?9. Mit nevezünk módosított Raoult�Dalton törvénynek?10. Írja le a legegyszer¶bb buborékpontszámító algoritmust adott nyomás ésfolyadékösszetétel esetén, ha a folyadék nemidealitását aktivitási együtthatómodellel írjuk le, a pára fázis nemidealitását pedig elhanyagoljuk!11. Hogyan m¶ködik az izoterm�izobar �ash számítás? Hogyan m¶ködik azizoterm folyadék�folyadék megoszlás számítása? Hogyan m¶ködik a legegy-szer¶bb háromfázisú buborékpont�számítás?12. Mi a területintegrál�ellen®rzés?13. Milyen mérésekre illesztett adatok alapján számíthatunk 3-komponens¶ és4-komponens¶ pára�folyadék egyensúlyokat? És folyadék�folyadék egyensú-lyokat?2.12. Javasolt irodalomÁltalános m¶vekHála, E.; Pi
k, J.; Fried, V.; Vilim, O. G®z-folyadék egyensúlyok.M¶szaki Könyvkiadó, Budapest, 1965.Kemény Sándor; Thury Éva; Deák András. Állapotegyenletek fázis-egyensúlyok számítására. Budapesti M¶szaki Egyetem, Budapest, 1991.Reed, T.; Gubbins, K. Gázok és folyadékok statisztikus termodinamikája.Transzportjellemz®k számítása statisztikus modellek alapján. M¶szaki Könyvki-adó, Budapest, 1978.Reid, R. C.; Prausnitz, J. M.; Sherwood, T. K. The Properties ofGases and Liquids, 3rd ed. M
Graw-Hill, In
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ulations for Multi
omponent Vapor-Liquidand Liquid-Liquid Equilibria. Prenti
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3. fejezetNumerikus módszerek3.1. ZérushelyekDi�eren
iál- és integrálkifejezést nem tartalmazó egyenl®ségek vátozóinak olyanértékét (vagy olyan értékeit) keressük, ahol az egyenl®ség teljesül. Például kétvál-tozós egyenletrendszer az alábbi:
sin(x+ 2y)/x2 = −28.3

x2 + cos(y) = 3.5xyAzt mondjuk, hogy x és y együtt megoldása az egyenletrendszernek, ha mindkétegyenl®ség teljesül. Vezessünk be két új változót (f és g), melyek x és y függvényei:
f(x, y) = sin(x+ 2y)/x2 + 28.3

g(x, y) = x2 − 3.5xy + cos(y)Az f(x, y) és g(x, y) függvények értéke általában nem nulla. Azt mondjuk, hogy
x∗ és y∗ együtt megoldása az egyenletrendszernek, ha teljesül

f(x∗, y∗) = 0

g(x∗, y∗) = 0Ekkor az [x∗, y∗] együttest az egyenlet(rendszer) zérushelyének nevezzük. Nemminden egyenletnek van zérushelye, és egy-egy egyenletnek több zérushelye is lehet.Adott x és y mellett az f(x, y) és g(x, y) függvényértékeket e függvények maradéká-nak nevezzük. x∗ és y∗ együtt megoldása az egyenletrendszernek, ha ezen xés y értékeknél az f(x, y) és g(x, y) maradékok értéke nulla. A zérushelyet az{f(x, y),g(x, y)} függvény(pár) zérushelyének is mondjuk.131



3.1. Zérushelyek 132Az egyenlet(rendszer) általános alakja:
f1(x1, x2, . . . xn) = 0

f2(x1, x2, . . . xn) = 0...
fm(x1, x2, . . . xn) = 0Itt mind az m darab f1, f2, . . . fm változó elvben függ(het) mind az n darab x1, x2,

. . . xn változótól. Az x1, x2, . . . xn változókat független változóknak, az f1, f2, . . . fmváltozókat függ® változóknak hívjuk.Az egyenletrendszer tömör írásmódjában mind az x, mind az f változókat töm-bként (vektorként) jelöljük:
f (x) = 0Az egyenlet zérushelyét mindig egy adott tartományon keressük, például egyvál-tozós esetben egy intervallumban. Általában azonban a vizsgált tartomány a teljestér is lehet.Az általános egyenletnek (egyenletrendszernek) létezhet megoldása akkor is, ha

m < n és akkor is, ha m > n.1. Példa, n = 1, m = 2:
f(x, y) = 3x(y − 4)Az [x, y℄ páros [0, 4℄ értékénél f = 0, tehát a [0, 4℄ értékpár zérushelye az f(x, y) = 0egyenletnek.2. Példa, n = 2, m = 1:
f(x) = 3(x+ 2)

g(x) = 1 + x/2Az x = −2 helyen mind f(x), mind g(x) értéke nulla, vagyis a −2 érték zérushelyeaz {f(x) = 0, g(x) = 0} egyenletrendszernek.A mérnöki gyakorlatban az m = n eset a legfontosabb. A független változók n-dimenziós terében egy pontot (a zérushelyet) általában n független egyenlettel lehetkijelölni. Például az (x, y) síkon (n = 2) egy folytonos és sima vonalat (egyenestvagy görbét) egy kétváltozós f(x, y) = 0 egyenlet ír le (esetleg átrendezhet® y =
f∗(x) alakba). Egy másik vonalat egy g(x, y) = 0 egyenlettel írhatunk le. Haa két vonal metszi egymást, akkor a metszéspont az {f(x, y) = 0, g(x, y) = 0 }egyenletrendszer zérushelye.Ha ezekb®l elveszünk egy egyenletet (pl. 
sak az f(x, y) = 0 egyenletet hagyjukmeg), akkor általában végtelenül sok megoldást kapunk. Folytonos f(x, y) = 0vonalnak folytonosan végtelen sok megoldása van (t.i. a vonal minden pontja).Ha ellenben az {f(x, y) = 0, g(x, y) = 0} egyenletrendszerhez hozzáveszünkmég egy véletlenszer¶en kiválasztott harmadik, h(x, y) = 0 vonalat is (m > n),
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x3.1. ábra. Felez® módszerakkor nagyon ki
si a valószín¶sége, hogy a h(x, y) = 0 vonal átmegy az {f(x, y) =
0, g(x, y) = 0} egyenletrendszer zérushelyén. Természetesen lehet ilyen vonalattalálni, s®t, végtelen sok ilyen vonal van, de a zérushely meghatározásához elegend®két egyenlet, a harmadik fölösleges. Még ha mindhárom egyenlet ugyanarra avalós m¶szaki problémára vonatkozik is, és helyesen van felírva, akkor is könnyenel®fordulhat, hogy a mérési vagy számítási pontatlanság következtében a háromegyenletnek nin
s közös megoldása, míg bármely két egyenlet megoldása a helyeseredmény jó közelítését szolgáltatná.Ebben a fejezetben az m = n esetnek megfelel® nemlineáris egyenletek nu-merikus megoldásával foglalkozunk. A lineáris egyenletrendszerek megoldási mód-szereit ismertnek tekintjük.3.1.1. Tartománysz¶kít® módszerekFelez® módszerA felez® módszer egyváltozós, a vizsgált tartományon szigorúan monoton növekv®vagy szigorúan monoton 
sökken® függvények zérushelyének megkeresésére alka-lmas.Szigorúan monoton növekv® függvény pl. az f(x) = 1/(3 − x) − 0.5. Ennekzérushelyét keressük pl. a [0.2, 2.2] zárt intervallumban (3.1. ábra). A zérushelypontos értéke: 1.0 . A felez® módszer szerint megvizsgáljuk a függvény el®jelétaz intervallum két végén. Esetünkben a baloldalon a függvény értéke negatív (kb.-0.142857143), a jobboldalon értéke pozitív (pontosan 0.75). Csökken® függvény es-



3.1. Zérushelyek 134etén az el®jelek ellenkez®ek lennének. Ezután kiszámítjuk az intervallum felez®pon-tját. Esetünkben ennek helye: x = (0.2 + 2.2)/2 = 1.2 . Megvizsgáljuk a függvényel®jelét a felez®pontban. Ez esetünkben pozitív (értéke: 0.05555555. . . ). Ha afelez®pontban vett el®jel megegyezik a baloldali el®jellel, akkor a felez®pont leszaz új baloldal, és így sz¶kítjük az intervallumot. Esetünkben ennek ellenkez®jeteljesül: a felez®pontban kapott el®jel a jobboldali el®jellel egyezik meg. Ezért afelez®pontot az új jobboldalnak tekintjük, és a zérushelyet most már 
sak a [0.2, 1.2]intervallumban keressük. A következ® lépésben ismét kiszámítjuk a felez®pontot(értéke: (0.2 + 1.2)/2 = 0.7), ebben vizsgáljuk a függvény el®jelét (negatív), és amegegyez® el®jel¶ oldal határpontját a felez®pontba helyezzük.Az eljárást ismételve egyre sz¶kebb intervallumban keressük a zérushelyet. Akeresést akkor hagyjuk abba, ha a felez®pontban kapott függvényérték elegend®enmegközelíti a 0.0 értéket, vagy ha az intervallum elegend®en sz¶k, vagy ha azintervallum két végén az el®jelek megegyeznek.Ha valamely lépésben azt tapasztaljuk, hogy a keres® intervallum két végén azel®jelek megegyeznek, akkor vagy nem monoton változású a függvény (ekkor azeljárás nem használható), vagy monoton változású, de a zérushely nin
s a vizs-gált intervallumban (ekkor meg kell keresni azt az intervallumot, melynek két végeellenkez® el®jel¶).Az eljárás azért m¶ködik, mert a megegyez® el®jel¶ pontok közti szakaszon amonoton változó függvény nem vált el®jelet, tehát ott nullpontja (zérushelye) nemlehet. Az ilyen szakaszok kizárhatók a keresésb®l.Általánosabb tartománysz¶kít® módszerekNem monoton változású függvények, és többdimenziós tér fölötti egyenletek tar-tománysz¶kít® megoldásának két módszer
soportja ismert.Az ún. intervallum-algebra az egydimenziós intervallumokkal és többdimenz-iós téglatestekkel a valós számokra alkalmazott m¶veletekhez hasonló összeadást,kivonást, szorzást és osztást de�niál, és ezek felhasználásával megbízhatóan túlbe
-süli a vizsgált X tartományon (x ∈ X) az f(x) függvény értékkészletét, ugyanakkormódszerei biztosítják az elegend®en szoros be
slést is. Az értékkészlet és a vizsgálttartomány fölötti deriváltak értékkészleteinek alapján sz¶kíti azt a tartományt,ahol zérushely fordulhat el®.Az ún. kizáró függvény módszer a vizsgált tartományba es® valamely pont, aze pontban vett függvényérték (maradék), és egy tetsz®legesen választott z értékfüggvényében olyan tartományt határoz meg, mely fölött a függvény értéke kisebb(vagy nagyobb, tetszés szerint), mint z. Ezt a kizárható tartományt, mint a mon-dott változók függvényét, nevezzük kizáró függvénynek. Ha z értékét nullánakválasztjuk, akkor a kizáró függvény értéke (az ún. kizáró tartomány) és a vizsgálttartomány metszete biztosan nem tartalmaz zérushelyet.Mindkét módszerfajta alkalmas annak megbízható eldöntésére, hogy adott tar-tományon létezhet-e zérushely. Alkalmasak ennek folytán adott tartományon többzérushely elkülönítésére, és az összes zérushely megkeresésére. Mindkét módszer a



3.1. Zérushelyek 135zérushely-keresésnél általánosabb széls®érték-keresés spe
iális esetét valósítja meg.Mindkét módszer alkalmas globális széls®érték-keresésre.E két módszer
soport leírása önálló jegyzetet igényelne, ezért ezeket itt rés-zleteikben nem tárgyaljuk.3.1.2. Pontközelít® módszerekA pontközelít® módszerek a keresett x∗ zérushelyet az x(0), x(1), x(k−1), x(k),
x(k+1), . . . sorozattal fokozatosan közelítik. Az x(0) pont a zérushely kezdetibe
slése, általában az x(k) pont a zérushely k. be
slése. A fokozatosan közelít®módszerek eljárást adnak a közelítések egymás utáni számítására. A legegyszer¶bbesetben a zérushely k. be
slésére az éppen megel®z® közelítést használják föl:

x(k) = g(x(k−1)) (3.1)Bonyolultabb esetekben több el®z® be
slés értékét is felhasználjuk:
x(k) = g(x(k−1),x(k−2),x(k−3), . . . ) (3.2)A pontközelít® módszerek a fenti (3.1) és (3.2) függvények megadásának módjábankülönböznek.Tetsz®leges f(x) = 0 egyenlet átalakítható x = g(x) alakba, például a g(x) ≡

f (x) + x de�ní
ióval, de számos más módon is. Az átalakítás után az (3.1) alakhasználható.Számos pontközelít® módszer ismeretes, melyek a kezdeti be
slésb®l kiindulva,illetve adott számú (el®z®) be
slés ismeretében a vizsgált függvényt valamely ismertfüggvénnyel (pl. adott fokszámú polinommal) közelítve a közelít® függvény zérushe-lyének analitikusan meghatározott értékét tekintik a zérushely újabb közelítésének.E módszerek közül itt 
sak a fokozatos linearizálás módszereit mutatjuk be, melyekaz els®fokú közelítésen alapulnak.Konvergen
ia és 
sillapításA fokozatos közelítés akkor sikeres, ha az x(0), x(1), x(k−1), x(k), x(k+1), . . .sorozat egy x∗ zérushelyhez konvergál. A gyakorlatban akkor tekintjük sikeres-nek az eljárást, ha az egy alkalmasan megválasztható x(0) kezdeti be
slésb®l, akívánt zérushelyhez, és elég gyorsan konvergál.A konvergen
iával kap
solatos gondokat legjobban az egyváltozós esetben, az(3.1) alak használata esetén tudjuk szemléltetni. Legyen ugyanis y = g(x) és ábrá-zoljuk a g(x) függvény gra�konját az y − x derékszög¶ koordináta-rendszerben.Ekkor az f(x) = 0 egyenlet zérushelyeinél, pontosabban a vele ekvivalens x = g(x)egyenlet zérushelyeinél a g(x) függvény gra�konja metszi a 45-fokos y = x egyen-est. Keressük például az sin(πx) = 0 egyenlet zérushelyeit (π = 3.141591 . . . )az x ∈ [−0.5, 2.5] intervallumon. (A zérushelyek: x = 0, x = 1, és x = 2.)Ebben az esetben f(x) = sin(πx), és legyen például g(x) = x + sin(πx)/4. A3.2. ábra mutatja a g(x) függvény gra�konját, a 45-fokos egyenest, és az egymás



3.1. Zérushelyek 136

PSfrag repla
ements

1.0
1.0

0.8
0.8

0.6
0.6

0.40.4 0.20.2
-0.2

00 1.8

1.8

1.6

1.6

1.4

1.4

1.2
1.2

2.0

2.0

2.2

2.2 g(x)

x

y

3.2. ábra. g(x) = x+ sin(πx)/4



3.1. Zérushelyek 137után következ® közelítéseket, ha a kezdeti be
slés az egyik esetben x0 = 0.25,a másik esetben x0 = 1.72 . Mindkét sorozat az x = 1 zérushelyhez tart. Az
x = 0 és az x = 2 zérushelyek nem közelíthet®k, azok környezetéb®l az (3.1) sz-erinti sorozat távolodik. Azt mondhatjuk, hogy az x = 1 zérushely stabil, míg az
x = 0 és az x = 2 zérushelyek instabilak. A zérushelyek stabilitása a g(x) füg-gvény gra�konjának meredekségét®l függ a zérushely környezetében. Bonyolultabb
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x3.3. ábra. g(x) = 3.5x− 1.5x2helyzet adódhat el®, ha a g(x) függvény elegend®en visszahajlik. Például legyen
g(x) = 3.5x − 1.5x2 (3.3. ábra). Akárhonnan indítjuk a sorozatot, nem jutunka zérushely (x∗ = 1.6666 . . . ) közelébe, ha
sak nem éppen a zérushelyt®l indítunk.Az x = 1 pontból az x = 2 pontba jutunk, onnan pedig éppen vissza az x = 1pontba, majd ez a 
iklus ismét®dik. Ha a sorozatot az x = 0.8 pontból indítjuk,akkor az egymást követ® közelítések az ábra szerint haladnak, majd a [1.168729824,2.041660282, 0.893245927, 1.929528315℄ pontnégyes közelébe konvergálnak. Nemis túl bonyolult g(x) függvény esetében a függvény paramétereinek és a sorozat



3.1. Zérushelyek 138kezd®értékének fügvényében létrejöhetnek két, három, négy, stb., tetsz®legesen sokpontból álló 
iklikus határhalmazok. Ekkor a sorozat nem egy ponthoz konvergál,de nem is divergál, hanem vagy véges sok pont között váltakozik, vagy látszólagrendszertelenül vesz föl értékeket.A fenti észrevételek akkor is helyénvalók, ha a zérushely-keres® eljárásból nemazonnal nyilvánvaló, hogy az (3.1) vagy az (3.2) alakot használjuk, hanem az
x(k−1), x(k−2), stb. korábbi közelítések mellett az f(x) függvénynek e helyekenvett maradékai szerepelnek az x(k) új közelítés kiszámítására szolgáló összefüggés-ben. Ekkor is az x(k) = . . . összefüggés jobb oldala tekintend® g(x(k−1), x(k−2), . . . )függvénynek.Többváltozós zérushely-keresés esetén szemléltetni sem tudjuk az el®fordulósorozattípusokat. Mindenesetre levonható a következtetés, hogy az x(k) = g(x(k−1))illetve az x(k) = g(x(k−1),x(k−2),x(k−3), . . . ) függvény alakjától és a kezdeti be
-slést®l függ®en lehet az eljárás konvergens vagy nem konvergens. Egyes alakok egyesbe
slésekkel jó helyre konvergálnak, más alakok ugyanazon be
sléssel, vagy ugyana-zon alakok más kezdeti be
slésekkel esetleg nem konvergálnak. Nin
s általánosanhasználható, minden esetben jól konvergáló pontközelít® eljárás. Min-den feladattípusra tapasztalati úton kell megkeresni az alkalmas zérushely-keres® eljárást és annak alkalmas kezdeti be
sl® módszerét.Ha az éppen választott eljárás nem konvergál, vagy lassan konvergál, esetleg os-z
illál, akkor a 
sillapítás módszerével egyszer¶en és ol
són nyerhetünk módosított
x(k) = g(x(k−1)) illetve x(k) = g(x(k−1),x(k−2),x(k−3), . . . ) alakokat. Legyen (azáltalános esetben)

x(k) = αx(k−1) + (1− α)g(x(k−1),x(k−2),x(k−3), . . . ) (3.3)Itt α az ún. 
sillapítási tényez®. Ha α = 0, akkor az eredeti eredeti eljárástnem módosítottuk, vagyis nin
s 
sillapítás. Ha α = 1, akkor a legutóbbi be
sléstnem módosítjuk, vagyis ekkor a g(...) függvény nem játszik szerepet. Ekkor aztmondjuk, hogy a 
sillapítás 100 %-os. Ha 0 < α < 1, akkor az új be
slés alegutóbbi x(k−1) pont és az eredeti g(...) eljárás által javasolt pont közé húzottegyenes szakaszra esik, és α írja el®, hogy a szakasz melyik végéhez legyen közelebb.Húrmódszer (szel® módszer)Egyváltozós függvények esetében két különböz® x(k−1) és x(k−2) be
slésb®l az f(x)függvény megfelel® f (k−1) ≡ f(x(k−1)) és f (k−2) ≡ f(x(k−2))maradékai számíthatók,és ezek együtt az f − x sík két különböz® pontját határozzák meg: (x(k−1), f (k−1))és (x(k−2), f (k−2)). E két pontra illesztünk egy h(x) = ax+ b egyenest, majd ennekzérushelye lesz a következ® közelítés, vagyis x(k).A h(x) = ax + b egyenes illesztése azt jelenti, hogy az egyenletnek mindkétponton át kell haladnia, vagyis teljesülnie kell az alábbi két egyenl®ségnek:
f (k−1) = ax(k−1) + b

f (k−2) = ax(k−2) + b



3.1. Zérushelyek 1393.1. táblázat. Húrmódszer, els® példa
k x(k) f (k)0 0.2 -0.1428571431 2.2 0.752 0.52 -0.0967741943 0.712 -0.0629370634 1.06912 0.0178985755 0.99004672 -0.0024759986 0.999656015 −8.6 ∗ 10−57 1.000001712 4.3 ∗ 10−78 1 −7.4 ∗ 10−11A két egyenletet egymásból kivonva kapjuk: f (k−1) − f (k−2) = a(x(k−1) − x(k−2)),ahonnan

a =
f (k−1) − f (k−2)

x(k−1) − x(k−2)

b = f (k−1) − ax(k−1)A h(x) = ax + b = 0 egyenlet zérushelye x = −b/a-nál van, vagyis az új közelítésígy számítható:
x(k) = x(k−1) − 1

f (k−1) − f (k−2)

x(k−1) − x(k−2)

f (k−1)Ez az összefüggés jól kifejezi a közelítés lényegét, és analog kifejezés az alább tár-gyalt módszerek képleteivel. Lényegesen kevésbé informatív, viszont egyszer¶bb azalábbi, átrendezett alak:
x(k) =

f (k−1)x(k−2) − f (k−2)x(k−1)

f (k−1) − f (k−2)Vegyük példának megint az f(x) = 1/(3−x)−0.5 függvényt, amit a felez®mód-szer megvilágításánál már használtunk.Legyen a két kezdeti be
slés el®ször a felez®módszernél alkalmazott kezdeti in-tervallum két pontja: x(0) = 0.2 és x(1) = 2.2 . A megfelel® maradékok: f (0) =
−0.142857143 és f (1) = 0.75 . A két pontra illesztett egyenes az x(2) = 0.52 pont-ban metszi az absz
isszát, ez az új közelítés (3.4. ábra). A közelítések sorozatát az3.1. táblázat mutatja. Legyen most a két els® közelítés: x(0) = 2.2 és x(1) = 1.6 .Ekkor a közelítések sorozatát a 3.2. táblázat, a közelítések számítását és a közelít®zérushelyek elhelyezkedését az 3.5. ábra mutatja.Többdimenziós húrmódszer
N darab N -változós függvény esetében N +1 különböz® pont, és az f(x) (vektor)-függvény N + 1 megfelel® maradékai számíthatók. Az egyszer¶ jelölés 
éljából a
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x3.4. ábra. Húrmódszer, els® példa
PSfrag repla
ements

1.0
1.0

0.8
0.8

0.6
0.6

0.40.4 0.20.2-0.200 1.81.61.41.2 2.0 2.2

f

x3.5. ábra. Húrmódszer, második példa



3.1. Zérushelyek 1413.2. táblázat. Húrmódszer, második példa.
k x(k) f (k)0 2.2 0.751 1.6 0.2142857142 1.36 0.1097560983 1.108 0.0285412264 1.01944 0.0049077035 1.00104976 0.0002625786 1.000010204 2.551 ∗ 10−67 1.000000005 1.34 ∗ 10−9továbbiakban az x(0), x(1), . . . , x(N) pontokból és a hozzájuk tartozó f (0), f (1),. . . , f (N) maradékokból az x(N+1) új közelítés meghatározását mutatjuk be.Ha az x(0), x(1), . . . , x(N) pontok nem alkotnak N -dimenziós vagy kisebb di-menziójú lineáris sokaságot (az általuk kifeszített lináris tér rangja N + 1), akkorerre az N+1 darab (x(0),f (0)), (x(1),f (1)), . . . , (x(N),f (N)) pontra h(x) = Ax+balakú N -dimenziós hipersík illeszthet®:

h0(x0, x1, . . . xN ) =
N
∑

i=0

a0,ixi + b0

h1(x0, x1, . . . xN ) =

N
∑

i=0

a1,ixi + b1...
hN(x0, x1, . . . xN ) =

N
∑

i=0

aN,ixi + bNAz illesztend® hipesík átmegy mind az N + 1 ponton, tehát
f (0) = Ax(0) + b

f (1) = Ax(1) + b...
f (N) = Ax(N) + b(A fels® indexek a zérushely aktuális közelítését, az alsó indexek az N -dimenzióstér komponenseit jelölik.)



3.1. Zérushelyek 142Vonjuk ki minden egyenletb®l az el®z®t, akkor N vektoregyenletet kapunk,melyekben b nem szerepel. Jelöljük ∆f (k)-val az f (k) − f (k−1) különbségeket,és ∆x(k)-val az x(k) − x(k−1) különbségeket. Akkor a kapott N vektoregyenlet:
∆f (1) = A∆x(1)

∆f (2) = A∆x(2)... (3.4)
∆f (N) = A∆x(N)A ∆f (k) oszlopvektorokat (k = 1, 2, . . .N) egymás mellé helyezve egy N ∗ Nméret¶ F mátrixot, a ∆x(k) oszlopvektorokból pedig egy X mátrixot kapunk.Ezekkel (3.4) mátrixegyenletként írható:

F = AXInnen A = F
−1

X, az f (N) = Ax(N) + b egyenletb®l pedig b = f (N) −Ax(N).A h(x(N+1)) = Ax(N+1) + b = 0 egyenl®ségbe helyettesítve kapjuk a zérushely újközelítését:
x(N+1) = x(N) −A

−1f (N) = x(N) −XF
−1f (N)Az F

−1 inverz számítására nin
s szükség. Ehelyett
x(N+1) = x(N) +∆

(N)ahol ∆(N) az
F∆

(N) = −Xf (N)lineáris egyenletrendszer megoldása.Wegstein módszerA többváltozós húrmódszer alkalmazásához N +1 kezdeti be
slésre van szükség, ésa módszer sok számítással jár. Ehelyett gyakran alkalmazható Wegstein javaslata,hogy az egydimenziós szel® módszert az egyes skalár változók szerint alkalmaz-zuk, és ne tör®djünk a függvény egyéb összefüggéseivel. Eszerint tehát N változóesetében a Wegstein módszer alakja:
x
(k)
i =

f
(k−1)
i x

(k−2)
i − f

(k−2)
i x

(k−1)
i

f
(k−1)
i − f

(k−2)
i

, (i = 1, 2, . . .N)



3.1. Zérushelyek 1433.3. táblázat. Newton módszere
k x(k) f (k)0 2.2 0.751 1.72 0.281252 1.2592 0.0744485293 1.03359232 0.0085415454 1.000564222 0.000141095A Newton-módszerEgyváltozós, di�eren
iálható függvények esetében egyetlen x(k−1) pontban is lin-earizálható a függvény. Ha a derivált analitikusan számítható, akkor a zérushelyúj közelítése (Newton-módszer):

x(k) = x(k−1) −







1

df(x)

dx







(k−1)

f (k−1)avagy röviden
x(k) = x(k−1) − f (k−1)

f ′ (k−1)A húrmódszernél alkalmazott mintapéldán a számítás menetét és a kapottközelítéseket x0 = 2.2 kezd®értékkel a 3.6. ábra és a 3.3. táblázat mutatja.A Newton-módszer a húrmódszer általánosítása. A húrmódszerb®l úgy is szár-maztatható, hogy a két el®z® közelít® zérushelyet szorosan egymáshoz közelítjük.Ha a függvény analitikusan nem di�eren
iálható (például nem expli
it alakbanadott), vagy ha a derivált analitikus számítása nagyon bonyolult, akkor a derivál-tat numerikusan közelíthetjük:
df

dx
≈ f(x+ δx)− f(x)

δxEkkor az x(k−2) = x(k−1) + δx helyettesítéssel a Newton-módszer alakja megyezika húrmódszer alakjával.Többdimenziós esetben a függvény par
iális deriváltjaiból képzett Ja
obi-mátrix
J ≡













∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xN... ... ...

∂fN
∂x1

. . .
∂fN
∂xN












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x3.6. ábra. Newton módszereinverze szerepel az összefüggésben:
x(N+1)

= x(N)
− J

−1f (N)A J
−1 inverz számítására nin
s szükség. Ehelyett

x(N+1) = x(N) +∆
(N)ahol ∆(N) a

J∆
(N) = −f (N)lineáris egyenletrendszer megoldása.Numerikus deriválás esetén a Newton-módszer megyegyezik a többdimenzióshúrmódszerrel.A linearizáló módszerek legfontosabb tulajdonságaiA Newton-módszer által generált sorozat nagyon gyorsan tart a zérushelyhez haaz f(x) vagy az f(x) függvény és annak deriváltjai a zérushely közelében monotonváltozásúak, és ha a kezdeti be
slés a zérushely közelében van. Ezt a 3.6. ábra ésa 3.3. táblázat jól példázza.Ha ellenben a függvény nem monoton változású, és a kezdeti be
slés nin
s azérushely közelében, akkor el®fordulhat, hogy a generált sorozat a zérushelyt®ltávolodik. Ilyen esetet mutat példaképpen a 3.7. ábra, ahol a zérushely x∗ = 0.1 .Ha x(k−1) < 0.4, akkor a Newton-módszer jól m¶ködik. Ha x(k−1) > 0.6, akkor a
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x3.7. ábra. A Newton-módszer alkalmazásánál el®forduló problémákkövetkez® zérushely-közelítés még távolabb kerül a zérushelyt®l. Az ábra kiemeliaz x(k−1) = 1 esetet, amikor is x(k) ≈ 1.346 . Ha x(k−1) ≈ 0.55 , akkor x(k) nemszámítható, mert f ′ ≈ 0. A többdimenziós Newton-módszer alkalmazásakor isel®fordul, hogy egy közelít® zérushelyen a Ja
obi-mátrix közel szinguláris, és ekkora számítás nem folytatható.3.1.3. Átalakítás minimumkeresésséElvben bármely fi(x1, x2, . . . xN ) = 0 (i = 1, 2, . . .N) egyenletrendszer zérushely-keresési feladata átalakítható minimumkeresési feladattá a következ®képpen:
min

{x1,x2...xN}

N
∑

i=1

f2
i (x1, x2, . . . xN ) (3.5)Mivel a 
élfüggvény sehol sem negatív, és mivel a zérushelynél a 
élfüggvény értékenulla, a zérushely egyben a 
élfüggvény minimumhelye.A gyakorlatban e függvényeknek általában több lokális minimumhelyük van,melyek többségénél a függvény értéke nem nulla. Példaképpen a 3.8. ábránfelrajzoltunk egy egyváltozós függvényt és annak négyzetét is. Az f(x) függvénynekzérushelye van x ≈ 0.08-nál, az f2(x) függvénynek minimumhelye van x ≈ 0.08-nálés x ≈ 1.21-nél is, ahol viszont f(x)-nek nin
s zérushelye. Többváltozós, bonyolultfüggvényeknél sok lokális széls®érték fellépésére számíthatunk.A szokásos (egyszer¶) széls®érték-keres® módszerekkel általában 
sak a kezdetibe
sléshez tartozó lokális széls®értéket találjuk meg. Éppen ezért a zéruskeresést
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x3.8. ábra. Zérushelyek és minimumoknem szokás minimumkereséssé alakítani. Sokkal inkább fordítva: a lokális mini-mumok keresésének feladatát szokták di�eren
iálással zérushely-keresési feladattáalakítani. Például a többdimenziós Newton-módszert eredetileg többváltozós nem-lineáris függvények minimumkeresésének részeként javasolták: a függvény par
iálisderiváltjait nullával egyenl®vé téve, a kapott egyenletrendszer megoldása lokálisminimumhelyet ad (Newton-Rapshson-módszer).Másrész azonban a globális széls®értékkeres® módszerek (els®sorban a tarto-mány-sz¶kítéssel dolgozó széls®értékkeres® módszerek) alkalmasak zérushely-kere-sésre is.3.2. Optimalizálás folytonos változókonGyakori feladat egy algebrai kifejezés (függvény) optimalizálása. Ezen közelebbr®la következ®t értjük:Adott egy vagy több döntési változó, ezeket az egyszer¶ség kedvéért együtte-sen tömbként (vektorként) is jelöljük és egységesen az x változótömbbe foglaljuk.Adott e változótömbnek egy valós érték¶ függvénye, ezt jelöljük f(x)-szel, és 
élfüg-gvénynek nevezzük. Matematikai iratokban illik megadni az f(x) 
élfüggvényértelmezési tartományát is, ami az x értékeknek egy olyan halmaza, melyen fértelmezve van. Mi most ett®l eltekintünk.A legegyszer¶bb feladat a 
élfüggvény maximalizálása vagy minimalizálása afüggvény értelmezési tartományán. Ha a 
élfüggvény el®jelét megváltoztatjuk,akkor a két feladat fel
serél®dik, ezért a továbbiakban 
sak minimalizálásól fogunk



3.2. Optimalizálás folytonos változókon 147beszélni.A minimalizálás vagy minimumkeresés egyidej¶leg két érték megkeresését je-lenti. Keressük el®ször is a 
élfüggvény minimumát, ugyanakkor azonban ker-essük azt az x értéket is, melyen a 
élfüggvény e minimumát fölveszi. Ezt ahelyet minimumhelynek nevezzük. Egy 
élfüggvénynek több minimumhelye islehet. Például az f(x) = cos(x) függvény minimuma fmin = −1, és minimumhelyeia kπ, k = ±1,±3,±5 . . . értékek. Néha ezek közül egyetlen (bármely) minimumhelymegkeresése a feladat, néha az összes minimumhely felderítése.A gyakorlatban mindig meg kell adni az x értékeinek egy olyan Ω halmazát (x ∈
Ω), mely fölött keressük a 
élfüggvény minimumát. Ez azt jelenti, hogy a halmazbanem tartozó x helyeket kizárjuk a keresésb®l, és az ezeknél fölvett f(x) értékeketkizárjuk az összehasonlításból. Tehát hiába van esetleg az f függvénynek kisebbértéke valamely x /∈ Ω pontban, attól még az Ω halmazon talált legkisebb függ-vényérték a minimum, és ahol ezt az értéket kapjuk, az a pont a minimumhely. Eztaz Ω halmazt megengedett halmaznak nevezzük. (Az angol nyelv¶ szakirodalom a'feasible domain' kifejezést használja.)Az Ω (megengedett) halmazt a gyakorlatban egyenl®ségekkel és egyenl®tlen-ségekkel adjuk meg. A legegyszer¶bb esetben a megengedett halmaz maga azértelmezési tartomány, ekkor megadása elhagyható.A minimumkeresés feladatának szokásos jelölése:

min
{ x }

f(x)

g(x) ≤ 0

h(x) = 0A "min" jelölés alatt azért tüntetjük föl a döntési változókat, mert el®fordul, hogya 
élfüggvény (pl. f(x, y)) még más változóknak (pl. y-nak) is függvénye , és e másváltozókat paramétereknek tekintjük. A minimumkeresésnél e paraméterek értékerögzített. Ha e paraméterek föl vannak tüntetve a feladatban, akkor az azt jelenti,hogy a minimalizálást esetleg különböz® paraméterértékek mellett is el kell végezni.A fenti de�ní
ió a 
élfüggvény globális optimumára vonatkozik. Ezzel szem-ben egy folytonos téren értelmezett valós függvény lokális minimumot vesz föla megengedett tartomány minden olyan x bels® pontjában, melynek tetsz®lege-sen ki
siny ω környezetét tekintve megengedett halmaznak, azon x globális min-imumhely. Minden olyan globális minimumhely, mely a megengedett tartománybelsejében van egyben lokális minimumhely is. Például a 3.8. ábra f2 füg-gvényének az 0 ≤ x ≤ 1.6 megengedett tartományon két lokális minimuma van:
x ≈ 0.08-nál f = 0 és x ≈ 1.21-nél f ≈ 0.4; ezek közül az els® globális minimum.3.2.1. Lokális minimumok korlátlan tartományonHa a megengedett tartomány korlátlan, akkor annak 
sak bels® pontjai vannak,így globális minimumhelyei egyben lokális minimumhelyek is. (Ha a tartomány



3.2. Optimalizálás folytonos változókon 148korlátos és a globális minimum helye a tartomány határára esik, akkor az esetlegnem lokális minimum.)A lokális minimumok keresésének leggyakrabban akalmazott módszerei a min-imum helyét olyan x(k), k = 0, 1, 2, . . . pontsorozattal közelítik, melyben a 
élfüg-gvény 
sökken: f(x(k+1)) < f(x(k)) < f(x(k−1)). Általában megadunk egy x(0)kezdeti be
slést, majd a k−1. vagy néhány k−1., k−2., . . . közelítés és a hozzájuktartozó fk−1, fk−2, . . . értékek alapján kiszámítunk egy r irányt, mely felé haladvaa 
élfüggvény (f) értéke várhatóan 
sökken. Az x(k−1) közelítésb®l kiindulva az
r irányvektor hosszának valahányszorosát (pl. tetsz®legesen választott λ-szorosát)lemérve kapjuk az új közelítést:

x(k) = x(k−1) + λr (3.6)Az egyes módszerek az r = r(x(k−1),x(k−2), . . . ) függvény alakjában és a λ tényez®megadásának módjában különböznek. A legegyszer¶bb esetben a λ tényez®t ál-landónak választjuk, esetleg a 
élfüggvény 
sökkenésénekmértékét®l függ®en számítjuk.Ha a függvénynek van minimuma, és ha sikerül elérni az fk < fk−1 feltétel tel-jesülését, akkor a sorozat várhatóan megközelít egy lokális minimumot. (Korlátlantartományon nin
s minden függvénynekminimuma. Például a lineáris f(x1, x2, x3) =
ax1 + bx2 + cx3 függvénynek nin
s minimuma a háromdimenziós valós tér egészén,ha az a, b és c együtthatók nullától különböz® számok).A továbbiakban, ha
sak lehetséges, kétváltozós 
élfüggvényeket mutatunk pél-daként, mert azokat síkban szintvonalakkal ábrázolhatjuk. Föltesszük, hogy azegydimenziós minimumkeresés nem okoz különösebb nehézséget, és az egyváltozósfüggvény 
sökkenésének irányában megtaláljuk a legközelebi lokális minimumot.Relaxá
ió: keresés komponensenkéntEz a legegyszer¶bb keresési módszer. Kiindulva egy x(k−1) pontból, el®ször az 1.koordinátát változtatva keresünk minimumot, vagyis

min
{x1,x2,...xN}

f(x1, x2, . . . xN )helyett el®ször a
min
x1

f(x1, x
(0)
2 , . . . x

(0)
N )feladatot oldjuk meg, kapjuk az x(1) közelítést, utána a

min
x2

f(x
(1)
1 , x2, . . . x

(1)
N )feladatot, stb, majd a

min
xN

f(x
(N−1)
1 , x

(N−1)
2 , . . . xN )feladat megoldása után újra kezdjük x1-gyel.Például a 3.9. ábrán egy kétváltozós függvény szintvonalait rajzoltuk föl. Akörbejáró szintvonalak minimumot zárnak be. Az (x1, x2)(0) pontból, mint kezdeti
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3.9. ábra. Komponensenkénti keresés módszerebe
slésb®l kiindulva számítottuk és ábrázoltuk a minimumkeresés els® 7 lépését. Elépések a koordináta-tengelyekkel váltakozón párhuzamosak, mert minden lépésbenaz egyik tengellyel párhuzamosan keressük a minimumot.A leggyorsabb 
sökkenés irányának módszereEz annyiban különbözik a komponensenkénti keresés módszerét®l, hogy nem egykoordinátával párhuzamosan, hanem egy másik, kedvez®bb irányú egyenes menténkeresünk. A keres® egyenes irányát a függvény gradiensével határozzuk meg.
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3.10. ábra. A leggyorsabb 
sökkenés irányában keresés 3 els® lépése
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gradf ≡ ∇f(x) ≡ 





∂f(x)
∂x1...
∂f(x)
∂xN











A gradiens-vektor a legnagyobb növekedés irányába mutat, ezért a keresést az el-lenkez® irányban végezzük. A 3.10. ábrán az els® három lépés eredményét mu-tatjuk be.Gradiens-módszerekElvben hatékonyabb keresést végezhetünk, ha nem egyenes mentén keresünk, hanemminden pontban az aktuális gradiens szerint lépünk odébb. Ekkor azonban meg kelladnunk, hogy az adott ponttól milyen messze lépünk el. Ezt például egy pozitív λszorzóval adhatjuk meg, amit a legegyszer¶bb esetben állandó értéken tartunk:
x(k) = x(k−1) − λ gradf(x(k−1))A 3.11. ábra és a 3.12. ábra mutatja a keresés eredményét alkalmasan választott

λ szorzóval.Ha a szorzó értéke nagyon ki
si, akkor majdnem pontosan a gradiens általkijelölt vonal mentén haladunk, de nagyon sok számítási lépéssel, nagyon lassanközelítjük a minimumot. Ezt mutatja a 3.13. ábra.Ha ellenben a szorzó nagyon nagy, akkor a módszer nem képes követni a 
élfüg-gvény görbületét, és túlmozdítja a közelítést. Ilyen esetet mutat a 3.14. ábra.Nyilvánvaló, hogy a keresési munka a λ szorzó menet közbeni változtatásá-val 
sökkenthet®. Ennek alkalmas megadásához a 
élfüggvényt az éppen vizsgálthelyen valamilyen ismert egyszer¶ függvénnyel, például másodfokú polinommalközelíthetjük, és ennek alapján megadhatjuk λ optimális értékét. Számos ilyenmódszer ismert. Ilyenek például az ún. konjugált gradiens módszerek, melyek λotimális értékét a gradf(x(k−1)) és gradf(x(k−2)) eltérése alapján határozzákmeg. A másodfokú polinom közelítésen alapuló módszereket még a kvadratikusprogramozás módszereinek is nevezik.Szimplex módszer és szto
hasztikus módszerekA gradiens néha analitikusan számítható, néha numerikus közelítést kell alkalmazni.A par
iális deriváltak numerikus értéke nem mindig pontos, illetve néha nagy hibá-val jár. A deriváltak számítása és a lépésenkénti függvény-kiértékelés nagy számí-tási igényt jelenthet, ha a függvény maga nagyon bonyolult. Tipikusan ilyen eset azöszetett folyamatok állandósult állapotának modellezése és optimálása. A 
élfüg-gvény kiértékeléséhez el®ször meg kell keresni a folyamat állandósult állapotát, amiegy nagyon nagy méret¶, er®sen nemlineáris egyenletrendszer megoldását igényli.



3.2. Optimalizálás folytonos változókon 151

PSfrag repla
ements
x1

x2

(x1, x2)
(0)

3.11. ábra. A gradiens-módszer jól választott lépéshosszal -1
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3.12. ábra. A gradiens-módszer jól választott lépéshosszal - 2
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3.13. ábra. A gradiens-módszer nagyon ki
si lépéshosszal
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3.14. ábra. A gradiens-módszer nagyon nagy lépéshosszal
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élszer¶ minél kevesebb helyen kiértékelni a 
élfüggvényt. Kevéskiértékelési ponttal is meghatározható a legnagyobb 
sökkenés körülbelüli iránya.A szimplex módszer N -dimenziós függvény esetében N+1, az N -dimenziós lineáristeret kifeszít® pont alapján határozza meg a haladási irányt. A tér kifeszítése aztjelenti, hogy pl. kétdimenziós lineáris térben (síkban) három nem egy egyenesbees® pontból számol, három dimenziós térben négy nem egy síkba es® pontból, stb.Az e pontok által meghatározott idomot, testet, stb. nevezzük 2, 3, stb. -dimenziósszimplexnek.Kiválasztjuk a legnagyobb 
élfüggvény-érték¶ pontot, legyen ez az egyszer¶ségkedvéért éppen az N + 1. pont. Ha egy másik pont az, akkor számozzuk át apontokat ennek megfelel®en. Ezután vetítsük át ezt a pontot a szemközti oldalon,aminek 
sú
sait a többi N pont alkotja. Alkalmas vetítési irányt kapunk, ha akisebb érték¶ pontok alkalmasan súlyozott lineáris kombiná
iójával kijelöljük aszemközti oldal súlypontját. Például pozitív 
élfüggvény esetén alkalmazható súlya 
élfüggvény re
iproka:
x3 =

∑N
k=1 x

(k)/f(x(k))
∑N

k=1 1/f(x
(k))Az x(N+1) pontot az x3 ponton keresztül vetítjük át:

x(N+2) = x(N+1) + λ(x3 − x(N+1))Egy ilyen vetítést mutat a 3.15. ábra.
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3.15. ábra. Szimplex módszerA legnagyobb 
sökkenés irányát közelít®en úgy is megkereshetjük, hogy a vizs-gált pont kis környezetében kis számú, egyenletes eloszlású véletlen pontot gen-erálunk, és az e pontokban számított függvényértékekre illesztünk egyszer¶ közelít®
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hasztikus keres® módszereket akkor 
élszer¶ alkalmazni, hanagyon sok változós a 
élfüggvény, és az N pont számítása is nagyon költséges.3.2.2. Egyenl®ség-típusú korlátokAz egyenl®ség típusú korlátozó összefüggések általában felhasználhatók a keresésitér független változói számának 
sökkentésére. Ehhez vagy ki kell fejezni egyesváltozókat a többi függvényében, vagy változó-transzformá
iót kell alkalmazni.Legyen például a keresési tér az euklidészi sík ({(x, y), x ∈ R, y ∈ R}), és legyena korlátozó összefüggés: h(x, y) = ax+ b− y = 0, ahol a és b valós számok Ez egyegyenes egyenlete, vagyis a minimumot az egyenes pontjai fölött keressük. Ekkor az
f(x, y) kétváltozós 
élfüggvényben helyettesíthetjük az y változót az y = ax+b kife-jezéssel, aminek eredményeképpen az f◦(x) módosított, egyváltozós 
élfüggvénytkapjuk. Ennek minimumhelye egyben az eredeti feladat minimumhelyének x értékeis, a minimum az eredeti minimummal azonos, az y megfelel® értékét pedig az
y = ax+ b kifejezéssel számíthatjuk.Egy másik, ugyan
sak a teljes síkon értelmezett feladat esetében legyen azegyenl®ség-típusú korlátozó összefüggés h(x, h) = x2 + y2 − r2 = 0, ahol az regy pozitív valós szám. Ez egy kör egyenlete, vagyis erre a körre korlátozzuk aminimumkeresést. Ekkor egyik változó sem fejezhet® ki egyértelm¶en a másik füg-gvényében, de megadható egy egyváltozós alak. Az x = r cos(t) és y = r sin(t)kifejezések helyettesítésével kapjuk az f(x, y) kétváltozós 
élfüggvénnyel ekvivalens
f◦(t) egyváltozós 
élfüggvényt, amit a [0, 2π) intervallum fölött értelmezünk.Gyakran azonban olyan bonyolultak az egyenl®ség-típusú korlátok, hogy a fentitranszformá
iós módszerek nem, vagy 
sak nagy nehézségek árán alkalmazhatók.Ilyenkor is alkalmazható azonban a Lagrange-féle multiplikátorok módszere. Legyena 
élfüggvény f(x, y, . . . ), és legyenek a korlátok h1(x, y, . . . ) = 0, h2(x, y, . . . ) = 0,
. . . , stb.Lagrange módszere szerint a

min
{x,y,...}

f(x, y, . . . ) (3.7)
h1(x, y, . . . ) = 0

h2(x, y, . . . ) = 0...feladat helyett a
min

{x,y,...,λ1,λ2,... }
f(x, y, . . . ) + λ1 ∗ h1(x, y, . . . ) + λ2 ∗ h2(x, y, . . . ) + . . . (3.8)feladatot oldjuk meg. Bizonyítható, hogy az (3.8) feladat lokális megoldásainak

[x, y, . . . ] értékei egyben (3.7) lokális minimumhelyeit is megadják.



3.2. Optimalizálás folytonos változókon 1553.2.3. Egyenl®tlenség-típusú korlátokAktív korlát és redukált irányokHa az egyenl®tlenségek által közrefogott megengedett tartomány belsejében van azaktuális közelítés, akkor az egyenl®tlenségek �gyelembe vétele nélkül határozhatjukmeg a keresési irányt vagy az aktális lépésirányt. Az adott irányban való keresésközben, illetve a lépés végrehajtása után ellen®rizni kell, hogy az új pont is méga megengedett tartományban van-e. (Azaz ellen®rizni kell, hogy teljesülnek-e a
g(x) ≤ 0 feltételi egyenl®tlenségek.) Ha igen, akkor lehet folytatni a keresést,mintha nem is lennének korlátok. Ha nem, akkormegsértettük valamelyik egyenl®tlenség-feltételt. Ekkor kiderítend®, hogy melyik feltételt sértettük meg. Ha egyszerre több
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g43.16. ábra. Egyenl®tlenség korlátokfeltételt is megsértettünk, akkor is van egy, amit legel®ször sértünk meg, amint az
x(k−1) pontból az x(k∗)-jelölt pont felé haladunk az ®ket összeköt® egyenes mentén.Pélául a 3.16. ábrán mind a g1, mind a g2 egyenl®tlenség típusú korlátot megsértiaz x(k∗) pontba mutató mozdítás. A két korlát közül a g1 határolja (ebben az irány-ban) a megengedett tartományt, ezért itt a g1 az ún. aktív korlát. Ekkor az x(k−1)és x(k∗) pontokat összeköt® egyenes szakasz és az aktív korlát metszéspontja leszaz új közelítés, vagyis az x(k) pont.A továbbiakban azonban a keresést a korlát mentén kell folytatni, mintha azegyenl®ség-típusú korlát lenne. Mindaddig ezt kell tennünk, míg a keresési irány(például a leggyorsabb 
sökkenés iránya) a megengedett tartomány belseje felé nemmutat, és míg a korlát aktív marad. (Ha a keresés a tartomány belsejébe vezet,akkor a korlát már nem aktív. Akkor sem aktív a korlát, ha nem a megengedetttartomány határán van, mert egy másik korlát közelebb van hozzá.)



3.2. Optimalizálás folytonos változókon 156A keresés irányát az eredeti keresési térben határozzuk meg. Ez az irányvárhatóan vagy kifelé mutat a megengedett tartományból, vagy (ritkábban) be-felé mutat, de nagyon valószín¶tlen, hogy éppen érintené az egyenl®tlenség-típusúaktív korlátot. Ha kifelé mutat, akkor a keresési irányt, mint vektort az aktív ko-rlátra vetítve kereshetünk a korlát mentén, a megengedett tartomány határán, a3.17. ábra szerint. Az így kapott, vetített irányokat nevezzük redukált irányok-nak. Az ábrán az x(k+1,∗) pont a megengedett tartományon kívül esik. A mozdításvetülete az aktív korlátra az x(k+1) pontot jelöli ki a következ® közelítésnek.
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g43.17. ábra. Egyenl®tlenség korlátok és redukált irányBüntet®függvényAz egyenl®tlenség-típusú korlátok �gyelembe vételének egy másik módja, hogy a
min
{x}

f(x)

g1(x) ≤ 0

g2(x) ≤ 0...feladat helyett a
min
{x}

f(x) + P1(g1) + P2(g2) + . . .feladatot oldjuk meg, ahol a Pi függvények értéke nulla, ha az argumentum negatív,és meredeken n® pozitív tartományban. Vagyis ha teljesül a korlátozó feltétel, akkor



3.3. Illesztési feladatok 157az eredeti feladatot oldjuk meg, viszont minél inkább megsértjük a feltételt, annálnagyobb értéket adunk hozzá az eredeti 
élfüggvényhez. Ezeket a Pi hozzáadottfüggvényeket büntet®függvényeknek nevezzük, mert a 
élfüggvény növelésével bün-tetik a korlátok megsértését. Ha a büntet®függvények elég nagyok, akkor azok amegengedett tartomány felé terelik a keresést.3.3. Illesztési feladatokEbben a fejezetben azzal a problémával foglalkozunk, melyben adott egy N -di-menziós (legalább kétváltozós) tér néhány (esetleg sok) pontja, és a pontokra kellfolytonos összefügg® sokaságot illeszteni.Legkönnyebben felfogható a feladat következ® megfogalmazása. Legyen adottegy N − 1-dimenziós valós euklideszi tér, melynek komponensei egy �zikai tárgyjellemz®inek felelnek meg. Például egy tehnológiai berendezés méretei, h®mérsék-lete, nyomása, stb. Legyen adott egy sorozat a lehetséges tárgyjellemz®kkel, pl.adottak különböz® méret¶, h®mérséklet¶, nyomású, stb. berendezések. E sorozatelemei N−1-dimenziós pontok. A sorozat minden elemén méréssel meghatározunkegy olyan jellemz®t, amit korábban nem ismertünk. Például megmérjük mindenberendezés h®sugárzásának intenzitását, ez egy N. jellemz®. Keressük azt az N−1-változós valós függvényt, mely illeszkedik e ponthalmazra.E jegyzetben nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy mi a jól illeszked® füg-gvény analitikus alakja. Föltesszük, hogy err®l a kérdésr®l már döntöttünk, és a fe-ladat az illet® függvény paramétereinek meghatározása, vagyis paraméter-illesztés.Például egyenest kell illeszteni egy ponthalmazra, meghatározandó az egyenes mere-deksége és tengelymetszete.Ez a feladat gyakran el®fordul a vegyészmérnöki gyakorlatban. Nagyon gyakori,hogy mérési eredményekhez kell illeszteni ismert alakú modell paramétereit.A paraméterillesztési feladatokat alapvet®en két osztályba sorolhatjuk.Ha azt kívánjuk, hogy az illesztend® függvény egzaktul illeszkedjen a mért pon-tokra, akkor ún. kolloká
ió a feladat. n mért pont esetében n darab egyenl®ségetkapunk, ha a pontokat az illet® függvény általános alakjába helyettesítjük. Ekkora paraméterek egzakt értékét ebb®l az n egyenl®ségb®l kell meghatározni, vagyisa feladat egy egyenletrendszer megoldására vezethet® vissza. Például két pon-tra illeszhet® egy egyenes, háromra egy körvonal, vagy térben egy sík, stb. Ha aparaméterek száma n-nél kevesebb, akkor is lehetséges az illesztés, föltéve, hogy amérések tökéletesek, és a modell is tökéletesen írja le a vizsgált rendszert. A gyakor-latban azonban ez nem valószín¶. Ezért a kolloká
iót inkább úgy alkalmazzuk, hogyadott számú paraméterrel jellemezhet® egyszer¶ analitikus függvény paramétereitugyanannyi mérési pontra illesztjük. Tipikusan ezt tesszük függvény-interpolá
ióalkalmazása esetében. Például két pont között egyenessel közelítjük a függvényt,vagy minden, egymást követ® három pontra parabolát illesztünk.A kolloká
ió egyik spe
iális fajtája a 'spline' ("szplájn")-illesztés. Ezt akkor al-kalmazzuk, ha a ponthalmazra olyan sima (deriváltban is folytonos) függvényt kellilleszteni, ami minden ponton egzaktul áthalad. Ekkor a függvényt kis fokszámú



3.3. Illesztési feladatok 158polinomnak válaszjuk, majd szakaszonként, vagyis 
sak a szomszédos pontokraillesztjük, de a polinom foka nagyobb, mint amit az illesztend® pontok megkíván-nak. Például egyváltozós függvény esetén minden két szomszédos pontra illesztünkegy harmadfokú polinomot. Két pontra egyenes szakasz is illeszthet® két paraméter-rel, a harmadfokú polinomnak meg négy paramétere van. A két fölös paraméterterhére viszont el®írjuk, hogy a szomszédos szakaszok végpontjaiban mind az els®,mind a második deriváltak megegyezzenek, ezáltal a kapott függvény mindenholsima lesz. (Ez az ún. köbös spline.) Az egyenl®ségek fölírása után a keresettegyütthatókat egy lineáris egyenletrendszer megoldásával kapjuk meg.Ha nem interpolá
ió a 
él, és a pontok mérési hibával terheltek, akkor 
élunka pontokat legjobban közelít® alakzat paramétereinek meghatározása. E feladatneve történeti okok miatt: regresszió. Akkor alkalmazzuk, ha kevés paramétertillesztünk több (általában jóval több) mért pontra. Például síkbeli egyenest (kétparamétert) illesztünk 25 mért pontra. A továbbiakban 
sak a regresszióval foglalkozunk.A regressziónál úgy illesztjük a függvény paramétereit, hogy minél kisebb legyena kapott függvény eltérése a mérési hibákkal nem terhelt valódi értékekt®l. Miveláltalában nem ismerjük a valódi értékeket, alapvet® probléma annak eldöntése,hogy mit tekintünk hibának.3.3.1. Egyszer¶ regresszióA legegyszer¶bb esetben föltesszük, hogy a független változók értéke pontosan is-mert, és 
sak a függ® változók értéke bizonytalan. Például pontosan ismert id®pon-tokban mérünk h®mérsékletet, és 
sak a h®mérsékletmérésben van hiba.Az optimális illesztéshez ismernünk kell(ene) az egy-egy ponthoz tartozómérhet®értékek valószín¶ség-eloszlásának alakját. Ha ez ismert, akkor a mért értékekalapján be
sülhetjük az eloszlás paramétereit (pl. várható értékét és szórásné-gyzetét), és ezután az illesztend® függvény legvalószín¶bb paraméter-értékeit kereshetjükmeg. Ez a legnagyobb valószín¶ség (maximum likelihood) módszere.Legtöbbször föltehetjük, hogy a mért értékek normális eloszlásúak (ϕ várhatóértékkel és σ szórással), mert a mérési hibát sok apró, egymástól független tényez®befolyásolja. A feladat olyan paraméterek meghatározása, melyek mellett az egyes
x1, x2, . . .xn helyeken kapott f1, f2, . . . fn értékek a lehet® legjobban megközelítika ϕ1, ϕ2, . . .ϕn várható értékeket.Súlyozatlan legkisebb négyzetek módszereEl®ször tegyük föl, hogy a σ szórás független a mérés helyét®l, vagyis az egyes xipontokban ugyanaz a σ szórás érvényes. Ekkor az egyes xi pontokban mérhet® fiértékek eloszlásának s¶r¶ségfüggvénye:

φi(fi) = exp

(

− (fi − ϕi)
2

2σ2

)Mivel az egyes pontokban mért értékek (vagy azok hibái) egymástól függetlenek,a teljes méréssor együttes eloszlásának s¶r¶ségfüggvénye ezek szorzata:



3.3. Illesztési feladatok 159
φ(f ) =

n
∏

i=1

exp

(

− (fi − ϕi)
2

2σ2

)Az optimális regressziót e s¶r¶ségfüggvény maximumánál kapjuk. Egyszer¶bbazonban e szorzat logaritmusának negatívját minimalizálni:
min

{a,b,c,... }

n
∑

i=1

(fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . ))
2

2σ2ahol a ϕ(a, b, c, . . . ) függvény a, b, c, . . . paramétereit illesztjük, és eleve föltesszük,hogy "pontos" mérés esetén a ϕ(xi, a, b, c, . . . ) függvény megfelel® értékeit kapnánk.(Vagyis az a, b, c, . . . paraméterek illesztésével keressük meg az ismeretlen várhatóértékeket.)Mivel a σ2 tényez® állandó, annak értéke kiemelhet® az összegzésb®l. Értéke aminimum helyét nem befolyásolja, így elegend® az alábbi feladatot megoldani:
min

{a,b,c,... }

n
∑

i=1

(fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . ))
2Ez a legkisebb négyzetek módszere. Ha a minimumot az a, b, c, . . . paraméterekvégtelen terében keressük, vagy ha föltesszük, hogy a paraméterekre be
sült tar-tomány az optimumhelyet a belsejében tartalmazza, akkor elegend® a lokális min-imumokat keresni. A lokális minimumhelyek a

2
n
∑

i=1

(

(fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . ))
∂ϕ(xi, a, b, c, . . . )

∂a

)

= 0

2

n
∑

i=1

(

(fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . ))
∂ϕ(xi, a, b, c, . . . )

∂b

)

= 0 (3.9)...egyenletrendszer zérushelyei közt találhatók.Lineáris ϕ(a, b, c, . . . ) függvény esetén, például egyenes vagy sík illesztésekora 
élfüggvény olyan tagok összege, melyek az a, b, c, . . . paraméterekben négyzeteskifejezések. Ennek következtében az (3.9) egyenletrendszerben az els® tag a paramétereklineáris függvénye, a deriváltak pedig nem tartalmazzák az ismeretlen paramétereket,



3.3. Illesztési feladatok 160így a keresett paraméterekben lineáris egyenletrendszert kapunk. Pl. sík illesztésekor:
n
∑

i=1

(fi − (a+ bxi + cyi)) = 0

n
∑

i=1

(fi − (a+ bxi + cyi))xi = 0

n
∑

i=1

(fi − (a+ bxi + cyi)) yi = 0Itt az fi, xi, yi (i = 1, 2, . . . , n) értékek ismertek, és 
sak az a, b, és c paraméterekértékét keressük, vagyis a lineáris egyenletrendszer alakja másképpen:
na +

(

n
∑

i=1

xi

)

b+

(

n
∑

i=1

yi

)

c =

(

n
∑

i=1

fi

)

(

n
∑

i=1

xi

)

a+

(

n
∑

i=1

x2i

)

b+

(

n
∑

i=1

xiyi

)

c =

(

n
∑

i=1

fixi

)

(

n
∑

i=1

yi

)

a+

(

n
∑

i=1

xiyi

)

b+

(

n
∑

i=1

y2i

)

c =

(

n
∑

i=1

fiyi

)A zárójelbe tett összegek ismertek, ezek a lineáris egyenletrendszer együtthatói ésjobboldala.Általánosított lináris regresszió. Lineáris regresszióról beszélhetünk akkor is,ha a ponthalmazra egy ϕ(x) = ∑m
k=1 akgk(x) függvényt illesztünk, ahol az egyes

gk(x) függvények paraméter nélküliek, adottak. (Például egy ortogonális füg-gvénysor elemei. Legegyszer¶bb példa: gk(x) = xk−1.) A ϕ(x) függvény ekkorlineárisan függ a paraméterekt®l, és a legkisebb négyzetek módszerével lineárisegyenletrendszerhez jutunk.Súlyozott legkisebb négyzetek módszereÁltalában azonban az egyes mérési pontokban nem 
sak a ϕ1, ϕ2, . . .ϕn várhatóértékek, hanem a σ1, σ2, . . .σn szórások is különböznek, vagyis a megoldandófeladat:
min

{a,b,c,... }

n
∑

i=1

(fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . ))
2

σ2
i
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n
∑

i=1

(

fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . )

σ2
i

∂ϕ(xi, a, b, c, . . . )

∂a

)

= 0

n
∑

i=1

(

fi − ϕ(xi, a, b, c, . . . )

σ2
i

∂ϕ(xi, a, b, c, . . . )

∂b

)

= 0...Lineáris függvény illesztése esetén ekkor is lineáris egyenletrendszert kapunk.Ezt a felírási módot úgy is felfoghatjuk, hogy a kisebb szórású helyeken kapottértékeket nagyobb súllyal vesszük �gyelembe, a nagy szórású (bizonytalan) mérésieredményeket kisebb súllyal.A gyakorlatban nem kell ismernünk a σi szórások értékét, hanem 
sak azokarányait. Elegend®, ha tudjuk, hogy az egyik x∗ pontban érvényes σ∗ szóráshozviszonytva hányszor kisebb vagy nagyobb a többi pontban vett szórás, és σi helyettírjunk σ∗
i σ

∗-ot. Ekkor a σ∗ tényez® kiemelhet®, és az egyenletb®l elhagyható.Nemnormális hibaeloszlásHa a mért értékek hibái nem normális eloszlásúak, akkor az optimális regresszió nema legkisebb négyzetek módszere. Ha ismert az eloszlás alakja, akkor levezethet® amegfelel® formula. Ha nem, akkor közelít® megoldások alkalmazhatók.Ha az eloszlás nem ismert, de a mért pontok (némi hibával) láthatóan valami-lyen függvényre illeszkednek, akkor a legkisebb négyzetek módszere közel optimáliseredményt biztosíthat. Ha nem, például ha sok az elírásból, véletlen, ritka zavarbólered® hiba, melyek eloszlása messze van a normálistól (mert kevés tényez® hatásaösszegz®dik benne), akkor érdemes lehet a négyzetes eltérések helyett az eltérésekabszolut értékét, vagy valamilyen más, még durvább statisztikai mér®számot min-imalizálni.Várható hiba, megbízhatóságA regresszióhoz tartozik annak ellen®rzése is, hogy a kapott paraméterek milyenvalószín¶séggel fogadhatók el olyannak, ami a ponthalmazt és a függvényt együttreprezentálja, vagyis milyen valószín¶séggel nyerhet® a feltételezett hibaeloszlásúvéletlen folyamatból.Ez a kérdés különösen akkor fontos, ha arra vagyunk kíván
siak, hogy egykiválasztott alakú függvény, pl. lineáris függvény vagy exponen
iális függvény jólírja-e le a pontok által reprezentált összefüggést.Ha nem ez a kérdés, hanem egy el®re kiválasztott függvényt alkalmazunk és op-timálisan akarunk paramétereket illeszteni, akkor is érdekes lehet annak ismerete,hogy a kapott paraméter(tömb), mint pont körül milyen paramétertartomány lehet



3.3. Illesztési feladatok 162nem kevésbé alkalmas érték¶. Ugyan
sak fontos lehet, hogy több paraméter es-etében milyen alakú az azonos érték¶ paraméterpontok halmaza. Ez azzal a kérdés-sel is kap
solatban áll, hogy függetlenek-e a paraméterek, illetve mennyire korrelál-tak a paraméterek.Ha két paraméter esetében az azonos valószín¶ség¶ paraméterpontok kört alkot-nak az optimális paraméterpont körül, akkor a paraméterek nem korreláltak. Hakör helyett er®sen elnyújtott ellipszis jellemzi a konstans valószín¶ségszintet, akkora paraméterek er®sen korreláltak.Ezek a valószín¶ségek lineáris regresszió esetén viszonylag egyszer¶en számíthatók,bonyolult nemlineáris függvények esetén szto
hasztikus szimulá
ióval be
sülhet®k.A szto
hasztikus szimulá
iónál a be
sült paraméterek körül felvett más paraméter-pontokkal véletlen mérési pontsorozatokat generálunk, és azokat statisztikailag el-emezzük.3.3.2. Statisztikus regresszióÁltalában a függetlennek tekintett változók sem mentesek a mérési hibától. Vagyisnem 
sak azt nem tudjuk, hogy mi a mért mennyiség valódi értéke egy adottpontban, hanem azt sem, hogy mi az a pont, ahol a mérést végeztük. Példáulaz el®z® alfejezetben említett h®mérsékletmérésnél az id®mérésnek is van hibája.Forráspont-mérésnél hiba terheli a nyomás értékét, melyen a forráspontot mér-jük. Elegyek buborékbont-mérésénél a nyomás és a folyadékösszetétel függvényébenmérjük a forrási h®mérsékletet és az egyensúlyi páraösszetételt, azonban mind a ny-omások, mint a folyadékösszetételek hibával terhelt adatok. Az illesztésnél ezeketa hibákat is �gyelembe kell venni.Ilyen esetben nin
s sok értelme a függ® és független változók megkülönböztetésének.A regresszió általános feladatában arra vagyunk kíván
siak, hogy egy N -dimenzióstér bizonyos pontjai a tér mely N − 1-dimenziós vagy N − M -dimenziós hiper-felületére illeszkednek legjobban (M < N). Ilyen hiperfelület háromdimenziós tér-ben pl. egy sík vagy egy gömbfelület (valódi felületek), síkban tetsz®leges görbe,stb., illetve ala
sonyabb kiterjedés¶ hiperfelület pl. háromdimenziós térben egytérgörbe. Ha a tér pontjait egységesen a x vektor jelöli, akkor a legkisebb né-gyzetek módszerét alkalmazva ebben az (általános) esetben a
min

{a,b,c,... }

n
∑

i=1

N
∑

j=1

(xi,j − ξi,j(a, b, c, . . . ))
2

σ2
i,j

f(ξ) = 0feladatot kell megoldani, ahol ξi,j az i. mérési pontban a j. változó várható értéke,az fk(ξ) = 0 egyenl®ségek pedig (k = 1, 2, ...,M) a hiperfelületet megadó összefüg-gések, melyeket vagy behelyettesítünk a 
élfüggvénybe, és akkor feltétel nélküliminimumkeresést végezhetünk, vagy egyenl®ség típusú korlátozó öszefüggéskéntvesz-szük �gyelembe ®ket. Lineáris regeresszió esetén itt is lineáris egyenletrendsz-



3.4. Kezdetiérték-problémák 163erhez jutunk, ellenkez® esetben nemlineáris egyenletrendszert kell megoldani, vagymás módszerrel kell optimalizálni.3.4. Kezdetiérték-problémákA közönséges di�eren
iálegyenletek (d.e.-ek) általános alakja
F (t, x,

dx

dt
,
d2x

dt2
,
d3x

dt3
, . . . ) = 0 (3.10)ahol t a független változó, x a függ® változó, vagyis x(t) a keresett függvény, ésaz F (t, x, x′, x′′, . . . ) egy adott, ismert alak. Ha több függ® változóra (pl. x1-re,

x2-re, x3-ra, z-re, stb.) is felírható ugyanazon t független változóval egy-egy ilyendi�eren
iálegyenlet, és az egyes Fi, kifejezésekben nem 
sak az xi, x′i, x′′i , stb. függ®változók szerepelnek, hanem más xj , x′j , x′′j , stb. változók is, akkor ezek együttösszefügg® közönséges di�eren
iálegyenlet-rendszert (d.e.r.-t) alkotnak.A magasabbrend¶ d.e.-ek újabb függ® változók bevezetésével els®rend¶ d.e.r.-ré alakíthatók. Például legyen y ≡ dx

dt
, z ≡ d2x

dt2
, stb., akkor a (3.10) d.e.-velekvivalens az alábbi d.e.r.:

F (t, x, y, z, . . . ) = 0

dx

dt
= y

dy

dt
= z (3.11)...A továbbiakban nem teszünk különbséget a közönséges d.e.-ek és d.e.r.-ek között,lévén az utóbbiak egyszer¶en több (függ®) változós közönséges d.e.-ek.Egy d.e.-nek általában végtelen sok megoldása van, azaz egy egész függvényseregkielégíti a d.e.-et. A sereg tagjai közül további feltételek (az ún. peremfeltételek)jelölnek ki kisebb halmazokat. N -edrend¶ d.e. esetében N független feltétel jelölki egy partikuláris megoldást.Az N peremfeltétel a t független változó különböz® értékeit tartalmazhatja. Haazonban az összes peremfeltétel ugyanarra a t0 pontra vonatkozik, akkor ezekre aztmondjuk, hogy kezdeti feltételek, és a feladatot kezdetiérték-problémának nevez-zük. Ha a kezdeti feltételek Gj(t0, x, x

′, . . . ) = bj alakúak, ahol a bj valós számokadottak, akkor azokat kezdeti értékeknek hívjuk.A független változót azért szokás (de nem kötelez®) t-vel jelölni, mert az legtöbb-ször az id®t jelöli. Például felmelegedés vagy leh¶lés során a h®mérséklet id®füg-gését vizsgáljuk, vagy az id® függvényében számítjuk a tökéletesen kevert tartály-ban kialakuló kon
entrá
iót, stb. Ugyan
sak az id® szerepel független változókénta dinamikus mérlegegyenletekben.



3.4. Kezdetiérték-problémák 164Azonban nem mindig id® a független változó. Számíthatjuk például a tulajdon-ságokat egy ideális 
s®reaktor mentén, amikor is a független változó a 
s®hossz men-tén megtett út. Lehet a független változó valamilyan kon
entrá
ió, illetve bármi, avizsgált �zikai rendszert®l függ®en.A vegyészmérnöki gyakorlatban el®fordulnak olyan osztott paraméter¶ mod-ellek is (térbeli osztott paraméterrel), melyek nem dinamikus modellek, mégis akezdetiérték-problémák közé sorolhatók. Ilyenek pl. a 
s®reaktor állandósult ál-lapotának modelljei. Ez nyilvánvaló akkor, ha keresztirányban homogén eloszlásttételezünk fel, és ismert a bemenet állapota. Ha keresztirányban is modelleznikell a változók eloszlását, akkor is kezdetiérték-problémáról beszélhetünk, ameny-nyiben a 
s®reaktor bemeneti keresztmetszetén ismert az eloszlás. Hasonlóképpenkezdetiérték-problémára vezethet a h®
serél®k h®fokeloszlásánakmodellezése a h®á-tadó felület mentén.Az utóbbi esetekben par
iális di�eren
iálegyenlet megoldása a 
él, a feladatmégis megfogalmazható kezdetiérték-problémaként, mert a függ® változó(k) számításaegyetlen irány mentén fokozatosan történhet.A továbbiakban feltételezzük, hogy a d.e.(r.) expli
it els®rend¶ alakban adott.Egyváltozós esetben ez azt jelenti, hogy a derivált 
sak az egyenl®ség egyik oldalánszerepel:
dx

dt
= f(t, x)Többváltozós esetben a megfelel® alak:

dxi
dt

= fi(t, x1, x2, . . . ) (i = 1, 2, . . . )3.4.1. Az Euler-módszer és változataiDiszkretizáljuk a független változó értékeit egyenl® h közökben elhelyezett x0, x1,
x2, stb. pontokkal. A keresett x(t) függvényt fejtsük Taylor-sorba valamely tipont körül a numerikus számítással megegyez® irányban (el®rehaladó di�eren
iák),és álljunk meg az 1. tag kifejtése után:

xi+1 = xi + h

(

dx

dt

)

i

+ o

(

h2
)ahol az o

(

h2
) kifejezés azt jelenti, hogy a maradék (a hiba) h-ban másodfokúpolinommal közelíthet®.Helyettesítsük a derivált helyére az expli
it d.e. jobboldalát, és ezzel kapjukEuler módszerét:

xi+1 ≈ xi + hf(ti, xi)azaz
xi+1 ≈ xi + hfiAz Euler-módszer állandó h lépésközzel a legegyszer¶bb numerikus eljárás, ésakkor javasolható, ha nem törekszünk nagy pontosságra, hanem 
sak általános



3.4. Kezdetiérték-problémák 165képet szeretnénk kapni a megoldásfüggvény alakjáról. Még ebben az esetben semigazán alkalmas módszer, ha a megoldásnak éles kanyarulatai, törései vannak.Euler módszere az eredeti d.e.-et di�eren
ia-egyenletté alakítja. Mivel a számí-tott x1 érték nem pontos, az nem a valódi partikuláris megoldásra esik. Ezért az x2érték számítása eleve hibás kezdeti értékb®l folytatódik, vagyis e hibák halmozód-nak.Esetenként az Euler módszer "instabil". Vizsgáljuk pl. a
dx

dt
= −B2xels®rend¶ lineáris d.e.-et, ahol B 6= 0. Ennek egzakt megoldása

x(t) = −B2 exp(C −B2t)ahol C egy valós szám, amit az x(0) kezdeti érték határoz meg: C = ln(x(0)).Minden megoldás 0-hoz tart növekv® t mellett. Az Euler módszer szerinti számításlépése
xi+1 = xi −B2xih =

(

1−B2h
)

xiMivel B és h állandók,
xi+n =

(

1−B2h
)n
xi = Anxiahol A =

(

1−B2h
). A kapott geometriai sorozat határértéke A-tól függ. An →

1

1−A
ha |A| < 1, és An → ∞ ha |A| > 0. Ha h > 2

B2
, akkor 1 − B2h < −1,

∣

∣1−B2h
∣

∣ > 1, és a számított megoldás a végtelenbe divergál. Ahhoz, hogy azexponen
iális függvény nullához tartását helyesen számítsuk, 2

B2
-nél jóval kisebblépéshosszt kell választani.Ez a stabilitási probléma nem lép föl, ha a Taylor-sort a numerikus számítássalellenkez® irányban fejtjük ki (hátrahaladó di�eren
iák):

xi = xi+1 − h

(

dx

dt

)

i+1

+ o

(

h2
)Átrendezéssel kapjuk az ún. impli
it Euler módszert:

xi+1 ≈ xi + hfi+1vagyis (a megoldandó d.e.-et behelyettesítve):
xi+1 = xi − hB2xi+1Innen újabb átrendezéssel:
xi+1 =

xi
1 + hB2ami h értékét®l függetlenül stabil, mert 1 + hB2 > 1.



3.4. Kezdetiérték-problémák 166Nemlináris d.e. esetében a hátrahaladó di�eren
ia módszerét kifejez®
xi+1 = xi + hf(ti+1, xi+1)egyenletb®l nem tudjuk kifejezni az xi+1 változót. Ekkor az f(t, x) függvényt sorbafejtjük x szerint az xi pont körül, és megállunk az els® tag után (lineáris közelítés):

xi+1 = xi + h

[

f(ti+1, xi) +

(

df

dx

)

i

(xi+1 − xi)

]Így xi1 kifejezhet®:
xi+1 = xi +

hf(ti+1, xi)

1− h

(

df

dx

)

iEz az ún. félig-impli
it Euler-módszer.A hiba elvben végtelen ki
sire 
sökkenthet® a h lépéshossz 
sökkentésével, azon-ban ennek két kényeges akadálya van: (1) Gyakorlati szempontból 
élszer¶ minélkevesebb pontban kiszámítani az f(t, x) függvényt, mert ezzel arányosan n® aszámítás ideje és költsége. (2) A hiba 
sökkentésének korlátot szab az adott gépiszámábrázolás módja. Ha h nagyon ki
si, akkor nagy a véges számábrázolásbólered® kerekítés relatív hibája.3.4.2. Merev ("sti�") egyenletekEzekre az jellemz®, hogy a kívánt pontosságú közelítéshez vagy nagyon ki
si lépéshosszravan szükség, vagy tetsz®legesen ki
si lépéshossz sem elegend®. Ez a "merevség"nem a numerikus számábrázolás hibájából ered.Keressük például (1. példa) a
d2x

dt2
= 100xegyenlet megoldását az

x(0) = 1

dx

dt
(0) = −10kezdeti értékek és növekv® t mellett. Az egzakt általános megoldás

x(t) = A exp(−10t) +B exp(10t)ahol A és B integrálási állandók, melyek a kezdeti feltételekb®l megállapíthatók:
A = 1, B = 0, vagyis az egzakt megoldás:

x(t) = exp(−10t)



3.4. Kezdetiérték-problémák 167A megoldás értéke nullánál 1, a pozitív t tartományban pedig exponen
iálisanle
seng®, nullához tartó függvény. A d.e. közelít® megoldásakor azonban mindigvan valamilyen ki
si, de nullától különböz® ε értéke a B paraméternek:
x(t) = exp(−10t) + ε exp(10t)Bármilyen ki
si is ε, t egy bizonyos értéke fölött a második tag dominál, és anumerikus megoldás egy kezdeti exponen
iális le
seng® szakasz után fellendül, ésexponen
iálisan emelked®vé válik.Egy másik példában (2. példa) keressük a

dx

dt
= 998x+ 1998y

dy

dt
= −999x− 1999yels®rend¶, homogén lineáris d.e.r. megoldását az x(0) = 1 és y(0) = 0 kezdetiértékek mellett. Az egzakt megoldás:

x(t) = 2e−t − e−1000t

y(t) = −e−t + e−1000tA d.e.r. együttható-mátrixának gyengén kondí
ionáltsága miatt a megoldás-ban nagyságrendileg különböz® kitev®j¶ exponen
iális tagok szerepelnek. Ez a nu-merikus megoldásban ugyanazért okoz gondot, mint az 1. példában. Ahhoz, hogya megoldás numerikusan stabil maradjon, a lépéshosszt 0.001-nél jóval kisebbre kellválasztani. Ellenkez® esetben a numerikus megoldás különböz® kezdeti értékekheztartozó partikuláris megoldások között váltakozik ellen®rizhetetlenül.Ismert (jól behatárolható alakú és áttekinthet®) d.e.-ek esetében a merevségnéha feloldható alkalmas transzformá
ió alkalmazásával. Például, ha az 1. példábanaz x =
1

y
helyettesítést elvégezzük, akkor a kapott, y-ra vonatkozó d.e. már nemmerev. A numerikus megoldás elvégezhet®, és vissza-transzformálásssal kapjuk azeredeti egyenlet numerikus közelít® megoldását. Az ilyen transzformá
ió megk-eresése azonban korántsem egyszer¶ feladat.Egyes lineáris d.e.-ek esetében a numerikus megoldás expli
it módszerrel insta-bil, de stabillá válik impli
it vagy szemi-impli
it módszer alkalmazásával, ahogy azta 3.4.1 alfejezetben megmutattuk.A 2. példához hasoló instabilitás lép föl a desztilláló, abszorp
iós, deszorp-
iós, stb. ellenáramú szétválasztó oszlopok modellezésénél annak következtében,hogy a pára-áram és a nyomás dinamikája, a folyadékáram- és hold-up dinamika,végül pedig az összetétel-dinamika ebben a sorrendben növekv®, nagyságrendilegkülönböz® id®késés¶ folyamatok. Az id®beli szimulá
ió lépéshosszát a leggyorsabbfolyamathoz kell igazítani, ekkor viszont a lassabb folyamatok lezajlásának mod-ellezéséhez nagyon sok integrálási lépést kell végrehajtani. (Ugyanez a jelenség a



3.4. Kezdetiérték-problémák 168szabályozásban kedvez®, mert az ennyire eltér® id®állandójú folyamatok egymástólfüggetlenül szabályozhatók. Ezért az ilyen folyamatok szabályozása viszonylagegyszer¶, dinamikus modellezésük viszont nagyon nehéz.)3.4.3. Runge-Kutta módszerekA megoldás stabilitása, ezáltal az adott pontosság eléréséhez szükséges minimálislépéshossz is esetenként növelhet®, ha nem állunk meg aTaylor-sorfejtés 1. tagjánál,hanem magasabbrend¶ közelítést alkalmazunk. (A közelítés "rend¶sége" azt fejeziki, hogy a be
sülhet® hiba h-nak hanyadik hatványával arányos. Ebben az értelem-ben az Euler-módszer másodrend¶.) A rend¶ség növelhet® el®re- vagy hátrahaladódi�eren
iák helyett 
entrális di�eren
iák alkalmazásával is. Ez esetben ugyanis,mint azt a 3.5 fejezetben megmutatjuk, a két különböz® irányban haladó szim-metrikus tagok algebrailag kiesnek.A Runge-Kutta módszerek ilyen, magasabbrend¶ közelítések, melyek azonbanúgy is felfoghatók, mint az Euler-módszer �nomításai. Az (expli
it) Euler módsz-ernél a teljes h lépéshosszt a szakasz elején számított meredekség határozza meg,pedig a meredekség egészen más lehet a szakasz másik végén. Nyilván létezik egy"integrál-átlag" f̂ meredekség, amivel számítva az egzakt megoldást kapnánk:
x(t+ h) = x(t) + hf̂Az egyes Runge-Kutta módszerek ezen átlagos f̂ meredekség közelítésének mód-jában különböznek. Ilyen értelemben az Euler-módszer is ide tartozik, mint ami azátlag meredekséget a szakasz elején számított meredekséggel közelíti.A legegyszer¶bb Runge-Kutta-módszer az, hogy a h hosszúságú intervallumelején számított fi meredekséggel el®ször kiszámítjuk a függ® változó értékét azintervallum közepén: x̄i+1/2 = xi +

h
2 fi, majd kiszámítjuk a meredekséget az ígybe
sült (ti+1/2, x̄i+1/2) pontban: fi+1/2 = f(ti+1/2, x̄i+1/2), végül pedig a teljes hszakaszt ezzel a meredekséggel hidaljuk át: xi+1 = xi + hfi+1/2. Ezt az eljárásthagyományosan így jelölik:

k1 = hf(ti, xi)

k2 = hf(ti +
1

2
h, xi +

1

2
k1)

xi+1 = xi + k2A kézikönyvek számos Runge-Kuttamódszert felsorolnak. Leginkább javasoljuk
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entrális "negyedrend¶" Runge-Kutta módszert:
k1 = hf(ti, xi)

k2 = hf(ti +
h

2
, xi +

k1
2
)

k3 = hf(ti +
h

2
, xi +

k2
2
)

k4 = hf(ti + h, xi + k3)

xi+1 = xi +
k1
6

+
k2
3

+
k3
3

+
k4
6mivel ez a szimmetria következtében valójában ötödrend¶, és ugyanakkor még elégegyszer¶.3.4.4. Változó lépéshosszEgyenletes hibaterítés. Adott pontosság eléréséhez szükséges aktuális lépéshosszmeghatározásához el®ször is meg kellene be
sülni az adott lépéshossz mellett elérhet®pontosságot. Ez a gyakorlatban lehetetlen. Ellenben viszonylag egyszer¶en elérhet®,hogy a hiba egyenletes legyen, vagyis a nehéz szakaszokon kisebb lépéshosszal, akönny¶ szakaszokon nagyobb lépéshosszal haladunk, és az egyes azonos hosszú-ságú szakaszokon nagyjából azonos mérték¶ hibát halmozunk föl. Ennek módját anegyedrend¶ Runge-Kutta módszer felhasználását feltételezve mutatjuk be:Ehhez el®ször kiszámítjuk a h hosszúságú szakasz végén a függ® változó értékétegy h hosszúságú lépéssel:

x
(h)
i+1 = (RK)4(ti, xi, h)Ezután ugyanezt kiszámítjuk két, egymást követ® h

2 lépésben is:
xi+1/2 = (RK)4(ti, xi,

h

2
)

x
(h/2+h/2)
i+1 = (RK)4(ti +

h

2
, xi+1/2,

h

2
)A két érték ∆ ≡

∣

∣

∣x
(h/2+h/2)
i+1 − x

(h)
i+1

∣

∣

∣ különbségéb®l nem tudjuk megbe
sülni azelkövetett hibát, de föltehetjük, hogy az arányos a hibával.Mivel a negyedrend¶Runge-Kuttamódszer hibája a lépéshossz ötödik hatványá-val arányos, az egylépéses esetben a hiba arányos h5-nel, a kétlépéses esetben ahiba arányos (h
2
)5-nel, vagyis (h5

25
)-nel. Ha nem 2, hanem k lépésben számítjuk a

h hosszúságú szakaszt, akkor a hiba arányos (h5
k5

)-nel. Ennélfogva valamilyen ∆∗



3.4. Kezdetiérték-problémák 170hibamérték eléréséhez szükséges h∗ lépéshossz így számítható:
h∗ = h

(

∆

∆∗

)5A kitev® a megfelel® hibarenddel azonos.E módszert használva 
sökken® lépéshossz esetén xi-t®l kell újraszámítani 1lépést az új lépéshosszal, növekv® lépéshossz esetén viszont xi+1-t®l (mivel az ak-tuális lépés elég pontos volt).Ri
hardson-féle extrapolá
ió. Adott h hosszúságú szakasz végpontján a függ®változó értékét általában pontosabban lehet be
sülni két lépésben, mint egy lépés-ben. Négy lépésben még pontosabb be
slést kapunk, ha h nem túl ki
si, stb. Be
-süljük a szakasz végén a függvényértéket az adott konstans lépéshosszúságú mód-szerrel (pl. valamilyen Runge-Kutta módszerrel) sorra a h1 = h, h2 =
h

2
, h3 =

h

4
,

h4 =
h

6
, h5 =

h

8
, h6 =

h

12
, . . . lépéshosszakkal, vagyis a h hosszúságú szakasztsorra 1, 2, 4, 6, 8, 12, stb. lépésben számítjuk. (Az osztó növekedésének algorit-musa: kj = 2kj−2, hogy a lépéshossz ne 
sökkenjen túl gyorsan.) Az így számított

x(k) értékek az egzakt megoldáshoz tartanának, ha nem lenne véges számábrázolás-ból ered® hiba. A határértéket megbe
sülhetjük, ha a (hk, x(k)) pontokra közelít®függvényt illesztünk, és azt a h → 0 helyre extrapoláljuk. Tapasztalat szerint ara
ionális törtfüggvénnyel történ® extrapolá
ió megbízhatóan m¶ködik.



3.5. Peremérték-problémák 1713.5. Peremérték-problémákHa egy di�eren
iálegyenlet (d.e.) vagy di�eren
iálegyenlet-rendszer (d.e.r.) ál-talános megoldásában egynél több integrálási konstans szerepel, és a partikulárismegoldást kijelöl® kiegészít® feltételek a független változónak nem egyetlen értékérevonatkoznak, akkor peremérték-problémáról beszélünk.Gyakorlati példák: 1. Keressük egy egyetlen 
s®b®l álló, szilárd hordozórafelvitt katalizátorral megrakott 
s®reaktor valamely keresztmetszetében (pl. a betá-plálás helyét®l 10 
m távolságban) a h®fok- és kon
entrá
ióeloszlást, ha adotta küls® h®közlés vagy h®mérséklet vagy szigetelés. A keresztmetszet pereména feltételeket szimmetrikusnak vehetjük. Legtöbbször a körkeresztmetszet¶ 
s®belseje is szimmetrikus, és így a feladat egydimenzióssá egyszer¶södik (sugárirányúhelyfüggvénnyel). Ha a töltet rendezett, és pontról pontra, esetleg eltér® irányok sz-erint is változik a h®vezetés és a di�úzió sebessége, akkor a feladat egészen bonyolultis lehet. 2. Cs®köteges reaktor valamely 
sövének valamely keresztmetszetében ker-essük az eloszlásokat. Ekkor a 
s®köteg szélén lev® 
sövek peremein kialakuló vis-zonyok nem tekinthet®k szimmetrikusnak. 3. Egy egész 
s®köteg valamely kereszt-metszetében keressük a h®fok- és kon
entrá
ió-eloszlást. Itt esetleg homogénneklehet tekinteni a köteg belsejét, de részletesebb modellezésnél �gyelembe kell vennia helyr®l helyre változó h®vezetést. Külön bonyodalmat jelenthet, ha a 
s®kötegadott keresztmetszetében f¶t®- vagy h¶t®közeg bevezetés vagy elvezetés is van,ami a többnyire köralakú keresztmetszet kerületének valamely pontjában, de nemaz egész kerületen, nem szimmetrikusan helyezkedik el. 4. Egy 
s®reaktor teljeshosszában és minden keresztmetszetében keressük a h®fokot és a kon
entrá
iókat.Ha a bemeneten adottak a viszonyok, és a kimenet nin
s el®írva, akkor ez olyankezdeti-érték probléma, melynek megoldása során a 
s® vagy 
s®köteg hossza men-tén haladunk, és minden lépésben egy peremérték-prob-ªémát kell megoldanunk.5. Lángok és ég®fejek modellezése. 6. Szivárgások modellezése (pl. talajban).6. Szivárgás, tovaterjedés és reak
ió együttes modellezése (lebomlás és eloszlástalajban, vízben, leveg®ben, környezetvédelem).A hagyományos vegyészmérnöki gyakorlatban ezeket a problémákat egyszer¶sítettmodellek használatával kerülik meg (pl. Pe-szám, Bo-szám, Da-számok, stb.). Aszámításte
hnika fejl®désével azonban elterjedt az a tervez®i-fejleszt®i gyakorlat,hogy véges di�eren
ia vagy végeselem modellekkel ellen®rzik a megálmodott ge-ometriájú és kiszolgáltságú folyamatokat, és 
sak a modell szerint ígéretes változa-tokat ellen®rzik kísérletekkel. Így sokkal hatékonyabban kereshet® meg az optimálisfolyamat. Jellemz® (bár nem vegyipari) példa erre a modern gépko
sik ki
si légel-lenállású, szinte egységes alakja.Ha a feladat egyváltozós (egyetlen független változó van, pl. id® vagy 
s®hossz),akkor közönséges d.e.-re vonatkozó peremérték-prob-ªémát kell megoldani. Errespe
iális megoldási módszer a "
élbalövés", bár alkalmazhatjuk az általános módsz-ereket is. Többváltozós esetben par
iális d.e.-eket kell megoldani, ami általánosabbmegoldási módszereket igényel.Mivel itt par
iális d.e.-ek is el®fordulnak, vagyis több változó szerint kell de-



3.5. Peremérték-problémák 172riválni, a független változót jelöljük x-szel, illetve több független változó eseténazok tömbjét x-szel. Az egyszer¶ jelölés kedvéért egyetlen függ® változót tételezünkföl, amit U -val jelölünk. U -nak a numerikus megoldás eredményeképpen kapottközelítését u-val jelöljük.A független változónak azt a tartományát, ami fölött a megoldást keressük,e fejezetben Ω-val jelöljük. E tartomány egyváltozós esetben általában egy sza-kasz, többváltozós esetben általában egy tetsz®leges összefügg® tartomány. Töb-bváltozós esetben az Ω tartomány határa nem diszkrét pontok halmaza, hanemkiterjedt alakzat, például síkban egy vonal, 3-dimenziós térben egy felület, és aperemfeltételeket e kiterjedt alakzaton adjuk meg. Ennek megfelel®en a perem-feltételek közönséges egyenletek vagy di�eren
iálegyenletek is lehetnek.3.5.1. CélbalövésA legegyszer¶bb esetben az
d2U

dx2
= f(x, U,

dU

dx
)expli
it közönséges másodrend¶ d.e.-et kell megoldani az a ≤ x ≤ b intervallumon,az U(a) = Ua és U(b) = Ub peremfeltételek mellett. Ismert az f(x, U, U ′) kifejezés,keressük az ismeretlen U(x) függvényt az a ≤ x ≤ b intervallumon.Ennek legegyszer¶bb módja a 
élbalövés. Ha ismernénk az U(x) függvény U ′deriváltját az x = a pontban, akkor a 3.4. fejezetben tárgyalt módszerek egyikévelkezdetiérték-probléma megoldásaként kaphatnánk meg a keresett függvényt. Mivelazonban a kezdeti deriváltat nem ismerjük, arra be
slést adunk: U ′ ≈ V , és ezzeloldjuk meg a kezdetiérték-problémát. A megoldás eredményeképpen az x = bpontban kapott értéket jelöljük ub-vel. Az így számított ub érték a be
sült kezdeti

U ′ ≈ V függvénye. E függvénykap
solatot jelölhetjük pl. ub(V )-vel.Ha jól be
sültük V -vel U ′ értékét, akkor a számított érték megegyezik a megadottperemértékkel: ub(V ) ≈ Ub. Ha véletlenül éppen eltaláltuk a helyes értéket, akkor
V = U ′(a) és ub(V ) = Ub. Vagyis a feladat egy olyan egyenlet zérushelyének megk-eresésére vezethet® vissza, melynek alakja ub(V ) = Ub, és alkalmazhatjuk az 3.1fejezetben tárgyalt módszereket.Általában nem tudjuk, mi a V be
sült kezdeti meredekség alkalmas tartománya.Nagyon rossz be
slés mellett el®fordulhat, hogy nem érjük el az x = b pontot, mertegy közbens® pontnál elhagyjuk az f(x, U, U ′) kifejezés értelmezési tartományát.Például negatív kon
entrá
iót vagy negatív h®mérsékletet számolunk, amivel azalkalmazott �zikai modell esetleg nem 
sak érvényét veszti, hanem alakja miatt nemis számítható (negatív érték logaritmusa, nullával osztás és hasonló szingularitások).Ilyenkor segíthet az intervallum kettéosztása, pl. felezése. Be
slést adunk az x =
(a + b)/2 pontban mind U , mind U ′ értékére, és mindkét irányban számítunk. Akét be
sült értéket addig változtatjuk, míg mindkét végpontot kell® pontossággalmeg nem közelítettük.



3.5. Peremérték-problémák 1733.5.2. A véges di�eren
iák módszereA peremérték-problémák megoldásánál nem 
sak az U függvényérték, hanem annakderiváltjai is ismeretlenek. A véges di�eren
iák módszerénél az x változó adott tar-tományát diszkretizáljuk, az U függvényt 
sak e diszkrét xi pontokban számítjuk,és az így számított közeli ui értékekb®l be
süljük a deriváltakat. Többváltozós es-etben a többdimenziós tér adott tartományát diszkretizáljuk, és a közeli diszkrétpontokban számított ui értékekb®l par
iális deriváltakat be
sülünk. Az így be
-sült deriváltakat a d.e.-be helyettesítve illesztjük az ui értékeket a d.e.-hez és aperemfeltételekehez.Egyváltozós véges di�eren
iákHaladó di�eren
iákat kapunk egy-egy h hosszúságú [xi, xi+1℄ szakaszon, ha akeresett függvényt a szakasz egyik végéb®l indulva fejtjük Taylor-sorba.
Ui+1 = Ui + h

(

dU

dx

)

i

+ o(h2)amib®l az els® derivált közelítése
(

dU

dx

)

i

=
Ui+1 − Ui

h
+ o(h)azaz

(

dU

dx

)

i

≈ ∆
(1)
i

h
=
ui+1 − ui

hUgyanígy kapjuk a magasabbrend¶ deriváltak közelítését is:
(

d2U

dx2

)

i

≈ ∆
(2)
i

h2
=

∆
(1)
i+1 −∆

(1)
i

h2
=
ui+2 − 2ui+1 + ui

h2

(

d3U

dx3

)

i

≈ ∆
(3)
i

h3
=

∆
(2)
i+1 −∆

(2)
i

h3
=
ui+3 − 3ui+2 + 3ui+1 − ui

h3stb.Centrális di�eren
iákat kapunk, ha egy-egy h hosszúságú szakasz középpon-tjából kiindulva fejtünk sorba mindkét irányban:
Ui+ 1

2

= Ui +
h

2

(

dU

dx

)

i

+
(+h)2

6

(

d2U

dx2

)

i

+ o(h3)

Ui− 1

2

= Ui −
h

2

(

dU

dx

)

i

+
(−h)2

6

(

d2U

dx2

)

i

+ o(h3)



3.5. Peremérték-problémák 174A két egyenlet különbsége:
Ui+ 1

2

− Ui− 1

2

= h

(

dU

dx

)

i

+ o(h3)ahol o(h3) a hiba fokszámának kifejezése. Innen
(

dU

dx

)

i

=
Ui+ 1

2

− Ui− 1

2

h
+ o(h2)vagyis míg a haladó di�eren
ia hibája els®fokú, addig a 
entrális di�eren
ia közelítésihibája másodfokú, tehát érdemes 
entrális di�eren
iákat használni.Te
hnikailag áttekinthet®bb a közelítés, ha 2h hosszúságú intervallumra írjukföl. Ekkor ugyanis nem kell 1

2 index¶ helyeket vizsgálni. A magasabbrend¶ 
entrálisdi�eren
iákat ugyanolyan elv alapján képezzük, mint a haladó di�eren
iákat. Az1., 2., és 3. deriváltak képzése, immár a közelít® u függvény értékeivel:
(

du

dx

)

i

=
ui+1 − ui−1

2h

(

d2u

dx2

)

i

=
ui+2 − 2ui + ui−2

4h2

(

d3u

dx3

)

i

=
ui+3 − 3ui+1 + 3ui−1 − ui−3

8h2Többváltozós véges di�eren
iákTöbbváltozós esetben tiszta és vegyes par
iális deriváltakat kell közelíteni. A leg-egyszer¶bb esetben egy derékszög¶ koordináta-rendszer tengelyeivel párhuzamosrá
s osztópontjaiban helyezzük el a diszkrét pontokat, melyeket annyi indexszeljelzünk, ahány változó szerepel. Különösen egyszer¶ a közelítés, ha a rá
stávolságugyanaz a h érték minden irányban. Ha
sak lehet, 
entrális di�eren
iákat alka-lmazunk.Az egyik változó szerinti par
iális els®, második, stb. tiszta deriváltakat ugyanúgyképezzük, mint a közönséges esetben. Például kétváltozós esetben az 1. változó sz-erinti második par
iális derivált közelítése
(

∂2u

∂x21

)

i,j

=
ui+2,j − 2ui,j + ui−2,j

4h2A vegyes par
iális deriváltak képzése úgy történhet, hogy el®ször képezzük azegyik változó szerinti deriváltat, majd ezt tovább deriváljuk a másik változó szerint,stb. Például
(

∂2u

∂x1∂x2

)

i,j

=
ui+1,j+1 − ui−1,j − ui,j−1 + ui−1,j−1

4h2



3.5. Peremérték-problémák 175Ugyanígy képezhet®k e deriváltak összegei is. Pl. a Lapla
e-operátor kétvál-tozós esetben:
∇2ui,j ≡

(

∂2u

∂x21

)

i,j

+

(

∂2u

∂x22

)

i,j

=
ui,j+1 + ui−1,j + ui,j−1 + ui+1,j − 4ui,j

4h2avagy ugyanez 45 fokkal elforgatva:
∇2ui,j =

ui+1,j+1 + ui−1,j+1 + ui−1,j−1 + ui+1,j−1 − 4ui,j
8h2Nem jelent különösebb nehézséget e képletek levezetése akkor sem, ha az egyesirányokban különböz® rá
stávolságokat alkalmazunk, vagy ha ferdeszög¶ a koor-dináta-rendszer. Görbevonalú rendszerben görbék mentén kell a rá
spontokat ki-jelölni. Ekkor a deriváltak helyes közelítése nagyobb gondosságot igényel, de nemlehetetlen.A véges di�eren
iák alkalmazásaAz el®z®ekben képzett véges di�eren
iákat a d.e.-be és a peremfeltételekbe helyettesítveaz ismeretlen ui, illetve ui,j,... közelítésekre közönséges egyenletrendszert kapunk.Lineáris d.e. esetén a kapott egyenletrendszer is lineáris, és könnyen megoldható.Például oldjuk meg a

dU

dx
+ 2U = 1lineáris közönséges d.e.-et az Ω = {x|0 ≤ x ≤ 1} tartományon, az U(0) = 1 feltételmellett. Ez ugyan egyszer¶ kezdetiérték-probléma, de a véges di�eren
iák módszerearra is alkalmazható.A [0, 1] szakaszt 4 egyenl®, h = 0.25 hosszúságú részre osztjuk, és a megoldást
sak a rá
spontokban, vagyis az x1 = 0.25, x2 = 0.5, x3 = 0.75, és x4 = 1pontokban keressük. Általában is, a véges di�eren
iák módszere a megoldást végesszámú pontban közelíti. A kiszámított pontok között az ismeretlen függvényt utólagkell interpolálni.A függvény értéke az x0 pontban a peremfeltétellel adott, ott tehát nem kellkeresni. Írjuk föl a di�eren
iálegyenletet el®rehaladó di�eren
iákkal a keresett pon-tokban:

u1 − u0
0.25

+ 2u0 = 1

u2 − u1
0.25

+ 2u1 = 1

u3 − u2
0.25

+ 2u2 = 1

u4 − u3
0.25

+ 2u3 = 1



3.5. Peremérték-problémák 176Ez egy lineáris egyenletrendszer. Figyelembe véve, hogy u0 = 1, az egyenle-trendszer mátrixos alakja:








4 0 0 0
−2 4 0 0
0 −2 4 0
0 0 −2 4

















u1
u2
u3
u4









=









3
1
1
1







aminek pontos megoldása
(

u1, u2, u3, u4
)

=

(

3

4
,
5

8
,
9

16
,
17

32

)Nem lineáris d.e., vagy lineáris, de az u értékét®l függ® együtthatójú d.e. eseténnemlineáris egyenletrendszert kaptunk volna, aminek megoldása nehezebb.A megoldás nem ilyen egyszer¶, ha valamelyik deriváltat a vizsgált Ω tartományperemén is számítani kell, mivel akkor a derivált számításához a tartományon kívüles® pontot is föl kell venni.A peremfeltételek miatt rá
spontokat kell elhelyezni a perem mentén. Többvál-tozós esetben az Ω tartomány határa nagyon bonyolult alakzat is lehet. Egyszer¶alakzat (pl. téglalap vagy kör) esetén viszonylag könny¶ a rá
sot úgy megalkotni,hogy a rá
spontok kövessék a tartomány határát, de bonyolult alaknál ez nemmindig valósítható meg. Még ha sikerül is a tartomány határán megfelel® számúpontot elhelyezni, pl. egyszer¶ alakzat esetén, akkor sem a perem egészén vesszük �-gyelembe a peremfeltételeket, hanem 
sak a kijelölt pontokban. Ezek a nehézségek,illetve ezek a közelítések a véges di�eren
iák módszerével együtt járnak.3.5.3. A súlyozott maradék módszereiA véges di�eren
iák módszerével szemben most nem egyes pontokban, hanem az
Ω tartomány egészén közelít® függvénnyel keressük a megoldást. Ennek érdekébenaz ismeretlen U(x) függvényt ϕi(x) ún. (teljes függvényrendszert alkotó, lehet®legortogonális) bázisfüggvények szerinti sorfejtéssel állítjuk el®:

U(x) =

∞
∑

i=1

αiϕi(x)Ez a kifejtés alkalmas α együtthatókkal egzaktul kielégíti a d.e.-et, tehát a feladatotaz alkalmas együtthatók meghatározására vezettük vissza.A gyakorlatban megelégszünk véges kifejtéssel, vagyis az U(x) egzakt megoldáshelyett az
u(x) =

N
∑

i=1

αiϕi(x)közelít® megoldást állítjuk el®.



3.5. Peremérték-problémák 177Jelöljük a d.e.-et általában D [U(x)] = 0-val. Az egzakt U(x) megoldás az Ωtartomány minden pontjában kielégíti a d.e.-et, , de a közelít® u(x) nem, vagyis
D

[

∞
∑

i=1

αiϕi(x)

]

= 0

D

[

N
∑

i=1

αiϕi(x)

]

6= 0A súlyozott maradék módszerei szerint olyan α együtthatókat keresünk, melyeka hibát (eltérést) a teljes Ω tartományon átlagosan kinullázzák. Ennek érdekébenkiválasztunk N különböz® wj(x) ún. súlyfüggvényt (j = 1, 2, . . . , N), és ezekkelszorozva integrálunk az Ω tartomány fölött:
∫

Ω

D

[

N
∑

i=1

αiϕi(x)

]

wj(x)dx = 0 (j = 1, 2, . . . , N)AzN ismeretlen αi együttható azN különböz® (független) egyenletb®l meghatározható(egy egyenletrendszer zérushelyének megkeresésével).Legyen például a d.e.:
U(x)

d2U

dx2
+

(

dU

dx

)2

+ sin(x)
d2U

dx2
= 0Közelítsük ennek a nemlineáris közönséges d.e.-nek az U(x) megoldását az

u(x) =
N
∑

i

αiϕi(x) alakkal, ahol az egyes ϕi(x) függvények ismertek, és válasz-szunk ki valamilyen, ugyan
sak ismert wj(x) ((j = 1, 2, . . . , N)) súlyfüggvényeket,majd írjuk föl az átlagos hibát a j. súlyfüggvénnyel, és tegyük egyenl®vé nullával:
N
∑

i=1

N
∑

k=1

αiαk

∫

Ω

ϕi(x)

(

d2ϕ

dx2
+

dϕ

dx

)

wj(x)dx+

+

N
∑

i=1

αi

∫

Ω

sin(x)ϕi(x)wj(x)dx = 0A kijelölt integrálok kiszámíthatók, mert az integráljel mögött 
sak ismert füg-gvények szerepelnek. Az ismeretlen αi együtthatókra nézve ezzel egy nemlineárisegyenletet kapunk. Mind az N súlyfüggvényre felírva a megfelel® egyenletet, egy
N -változós nemlineáris egyenletrendszert kapunk.Lineáris d.e. esetében, mikor is 
supa els®fokú tag szerepel, ha annak együt-thatói függetlenek U -tól, akkor a kapott egyenletrendszer is lineáris, és könnyen



3.5. Peremérték-problémák 178megoldható. Jelöljük a lineáris d.e.-et általában L[U(x)] = p(x)-szel, ahol p(x)ismert függvény. Ekkor az átlagos hiba kinullázása így írható:
∫

Ω

L

[

N
∑

i=1

αiϕi(x)

]

wj(x)dx =

∫

Ω

p(x)wj(x)dxEkkor, mivel az integrálás és az összegzés fel
serélhet®, az együtthatók az összegelé kiemelhet®k,
N
∑

i=1

aj,iαi = bj (j = 1, 2, . . . , N)alakú lineáris egyenletrendszert kapunk, ahol
aj,i =

∫

Ω

L [ϕi(x)]wj(x)dx

bj =

∫

Ω

p(x)wj(x)dxA fenti integrálok alatti kifejezések ismeretlent nem tartalmaznak, így azok inte-grálja akár analitikusan, akár (mint legtöbbször) numerikusan el®re számítható.A súlyozott maradék módszerek a súlyfüggvényekben különböznek egymástól.A legismertebb három módszer a következ®:A pont-kolloká
ió módszere. Ez a legegyszer¶bben alkalmazható módszer azintegrálást ügyesen elkerüli. Ehelyett kijelölünk az Ω tartományon belül nagyjábólegyenletesen eloszló N különböz® xj pontot, és súlyfüggvényeknek választjuk az epontok környezetében értelmezett Dira
-delta függvényeket
wj(x) = δ(x− xj)(melyek pl. aGauss-féle normális eloszlás-s¶r¶ségfüggvényxj ponthoz vett határértékekéntis de�niálhatók). Tetsz®leges folytonos f(x) függvényre igaz, hogy

∫ ∞

−∞

f(x)δ(x− xj)dx = f(xj)így integrálás helyett elegend® a megfelel® xj pontot helyettesíteni a függvénybe,illetve a di�eren
iál-operátorba:
∫

Ω

L [u(x)] δ(x− xj)dx = L [u(xj)]A momentumok módszere. E módszernél a súlyfüggvények
[wj(x)]k = xj−1

kalakúak, vagyis egy-egy komponensre az 1, x, x2, x3, . . . sorozat tagjai.



3.5. Peremérték-problémák 179A Galerkin-módszer. Galerkin (orosz név, ejtsd: "Galjorkin") javasolta, hogysúlyfüggvényeknek válasszák magukat a ϕi(x) bázisfüggvényeket:
wj(x) = ϕj(x)Elméleti úton alátámasztható az a sejtés, hogy ez hatékony választás.3.5.4. PéldaAz egyszer¶ség és áttekinthet®ség kedvéért az egyváltozós (közönséges) lineáris
d2U

dx2
+ U = −xd.e.-et oldjuk meg az Ω = {0 ≤ x ≤ 1} tartományon, az U(0) = 0 és az U(1) = 0peremfeltételek mellett. Itt tehát

L[U ] =
d2U

dx2
+ U

p(x) = −xA d.e. egzakt megoldása:
U(x) =

sin(x)

sin(1)
− 1A numerikus közelítéshez válasszuk bázisfüggvényeknek a

ϕi(x) = xi − xi+1 ≡ xi(1− x) (i = 1, 2, . . . ) (3.12)függvényeket, mert ezek kielégítik a peremfeltételeket, és használjuk 
sak az els®két tagot:
ϕ1(x) = x− x2

ϕ2(x) = x2 − x3

u(x) = α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x)A lineáris di�eren
iál-operátor hatása a bázisfüggvényekre:
L [ϕ1(x)] = −2 + x− x2

L [ϕ2(x)] = 2− 6x+ x2 − x3



3.5. Peremérték-problémák 180Megoldás pont-kolloká
ióval. Önkényesen kijelöljük az x1 = 0.25 és az x2 =
0.5 pontokat (még 
sak nem is szimmetrikusak a vizsgált tartományon). Ezekkel:

a1,1 = −2 + 0.25− 0.252 a2,1 = 2− 6 ∗ 0.25 + 0.252 − 0.253

a1,2 = −2 + 0.5− 0.52 a2,2 = 2− 6 ∗ 0.5 + 0.52 − 0.53

b1 = −0.25 b2 = −0.5Vagyis
(

− 29
16

35
64

− 7
4 − 7

8

)(

α1

α2

)

=

(

− 1
4

− 1
2

)A megoldás tömör alakban:
u(x) =

x(1− x)(42 + 40x)

217Megoldás a momentumok módszerével. A súlyfüggvények:
w1(x) = 1, w2(x) = xA lineáris egyenletrendszer elemei:

a1,1 =
1
∫

0

(

−2 + x− x2
)

∗ 1 dx a2,1 =
1
∫

0

(

2− 6x+ x2 − x3
)

∗ 1 dx

a1,2 =
1
∫

0

(

−2 + x− x2
)

∗ x dx a2,2 =
1
∫

0

(

2− 6x+ x2 − x3
)

∗ x dx

b1 =
1
∫

0

(−x) ∗ 1 dx b2 =
1
∫

0

(−x) ∗ x dxAz integrálás ebben az egyszer¶ esetben analitikusan is elvégezhet®. Az eredmény:
(

− 11
6 − 11

12
− 11

12 − 19
20

)(

α1

α2

)

=

(

− 1
2

− 1
3

)A megoldás tömör alakban:
u(x) =

x(1 − x)(122 + 110x)

649Megoldás Galerkin módszerével. A súlyfüggvények:
w1(x) = x− x2, w2(x) = x2 − x3A lineáris egyenletrendszer elemei:

a1,1 =
1
∫

0

(

−2 + x− x2
) (

x− x2
)

dx a2,1 =
1
∫

0

(

2− 6x+ x2 − x3
) (

x− x2
)

dx

a1,2 =
1
∫

0

(

−2 + x− x2
) (

x2 − x3
)

dx a2,2 =
1
∫

0

(

2− 6x+ x2 − x3
) (

x2 − x3
)

dx

b1 =
1
∫

0

(−x)
(

x− x2
)

dx b2 =
1
∫

0

(−x)
(

x2 − x3
)

dx



3.5. Peremérték-problémák 181Az integrálás ebben az egyszer¶ esetben analitikusan is elvégezhet®. Az eredmény:
(

− 3
10 − 3

20
− 3

20 − 13
105

)(

α1

α2

)

=

(

− 1
12

− 1
20

)A megoldás tömör alakban:
u(x) =

x(1− x)(71 + 63x)

369Az eredmények összehasonlítása. Az eredményeket az alábbi táblázatban ha-sonlítjuk össze az x = 0.25, x = 0.5, és x = 0.75 pontokban:0.25 0.5 0.75Egzakt U 0.044014 0.06975 0.06006Kolloká
ió 0.044931 0.07143 0.06221Momentum 0.043191 0.06818 0.05908Galerkin 0.044080 0.06944 0.06009A peremfeltételek kezeléseA peremfeltételek kezelésének két, alapvet®en különböz® te
hnikája ismert.Az egyik te
hnika egyik szerint olyan bázisfüggvényeket választunk, melyekkielégítik a peremfeltételeket, s ezután az együtthatók meghatározásánál elegend®a f® d.e.-hez illeszteni. Ezt a te
hnikát alkalmaztuk a fenti példa megoldásainál.E módszer hátránya, hogy nem könny¶ olyan bázisfüggvény-sorozatot találni,melynek minden tagja kielégíti a peremfeltételeket. Ha a peremfeltételek maguk isd.e.-ek, akkor különösen nehéz ilyeneket találni, illetve ezek megkeresése maga isegy-egy d.e. megoldását jelenti (igaz, hogy legtöbbször eggyel kisebb dimenziójútérben).A módszer el®nye viszont, hogy a megoldás, bár a f® d.e.-re nézve közelít®,egzaktul kielégíti a peremfeltételeket.A másik megoldási te
hnika szerint olyan α együtthatókat keresünk, melyekaD[U(x)] = 0 d.e. hibáját (eltérését) a teljes Ω tartományon, valamint aP1[U(x)] =
0, P2[U(x)] = 0, stb. peremfeltételek hibáját (eltérését) az Ω tartomány δΩperemén együttesen átlagosan kinullázzák:

∫

Ω

D

[

N
∑

i=1

αiϕi(x)

]

wj(x)dx+
∑

k

∫

δΩ

Pk

[

N
∑

i=1

αiϕi(x)

]

wj(x)dx = 0

(j = 1, 2, . . . , N)E te
hnika el®nye, hogy a peremfeltételek �gyelembe vétele nem okoz nehézségeta bázisfüggvények választásánál, hátránya viszont, hogy a peremfeltételek nem tel-jesülnek tökéletesen.



3.5. Peremérték-problémák 1823.5.5. A véges elemek módszereA súlyozott maradék módszereinél nagy Ω tartomány fölötti jó közelítéshez viszony-lag sok bázisfüggvényt kell használni, aminek következtében a függvénysor maga-sabb elemeit is alkalmaznunk kell. Gyakran bonyolult alakú tartomány fölött kellintegrálni, és külön nehézséget okoz, ha a d.e.-ben el®forduló, U -tól független füg-gvények szeszélyesen függenek x-t®l. Ez bonyolult szerszámoknál és készülékeknélgyakori eset, különösen, ha annak alkatrészei eltér® anyagból készültek.Például nyomásálló reaktor h®veszteségét és az edény h®fokeloszlását szeretnénkszámítani pontról pontra. A lábakon álló, gömbölyített fenek¶ edény ugyan
-sak gömbölyített fedelét karimával, és azon áthaladó hatszöglapú 
savarokkal és
savaranyákkal szorítjuk egymáshoz. A karimák között szögletes horonyban körk-eresztmetszet¶ rugalmas tömítés feszül. Az edényben exoterm folyadékreak
iómegy végbe, a folyadék fölötti páratérben a h®mérséklet kisebb. A fedél közepéntömszelen
én keresztül forgó tengely hatol az edény belsejébe, alján lapátos kev-er®vel. A fedélhez 
satlakozik belül több, különböz® hosszúságú 
s®szakasz (betá-plálási vezetékek), melyekhez kívül 
s®
sonkok, azokon szelepek tartoznak. Ugyan
-sak a fedél része egy beépített biztonsági hasadótár
sa. Az edény oldalán szim-metrikusan elhelyezve négy fogantyú is található. Az edényt h®forgalom ellen nemszigeteljük. A különféle alakok és a különböz® anyagok h®vezetési tulajdonságainak�gyelembe vétele nagyon nehéz feladat. További nehézséget okoz, ha az edény körüliegyenetlen h®mérsékeloszlás miatt fellép® természetes légáramlást és annak hatásátis számítani kívánjuk.Milyen bázisfüggvények alkalmazhatók ehhez a feladathoz, és hogyan integráljuk®ket az edény, mint tértartomány fölött?Hasonló problémát jelent bonyolult összetétel¶ talajban folyadékszivárgás mod-ellezése, kemen
ék modellezése, stb.Az ilyen, de els®sorban lineáris d.e.-ekkel leírható feladatok megoldásához használ-hatjuk a véges elemek módszerét, 
élszer¶en a Galerkin-módszer aleseteként.Ehhez az Ω tartományt sok ki
si, szabályos alakú ωk résztartományra osztjuk,melyek 
sak peremükön érintkeznek, ezek a véges elemek. Ezek az elemek egydi-menziós esetben rövid szakaszok, melyek végeiken érintkeznek, kétdimenziós eset-ben síkidomok, melyek éleiken és 
sú
saikban érintkeznek, háromdimenziós esetbenlapjaikon, éleiken és 
sú
saikon, stb. Az alábbiakban az érintkez® 
sú
sokat 
sú
-spontoknak nevezzük.Minden 
sú
sponthoz egyetlen bázifüggvényt rendelünk, melynek értéke az il-let® 
sú
spontban 1, 
sak a 
sú
sponttal közvetlenül szomszédos véges elemekenkülönbözik nullától, és a szomszédos 
sú
spontokon értéke nulla.Mivel az egyes bázisfüggvények 
sak kis területen (néhány, egy közös 
sú
spont-tal érintkez® véges elemen) különböznek nullától, a Galerkin-módszerben el®fordulóintegrálás is felbontható ilyen, kis területek fölötti integrálások összegére, tehátnem kell sok tagig kifejteni az alkalmazott függvénysort. Ezért egészen ala
sonyfokszámú polinomokat alkalmazhatunk.A legegyszer¶bb esetben egydimenziós feladat véges tartományát (szakaszát)osztjuk néhány kisebb szakaszra, és lineáris részekb®l álló törtvonal a bázisfüggvény,



3.6. Javasolt irodalom 183ahogy azt a 3.18. ábra mutatja.Mindegyik véges elemben néhány függvény írható föl, melyek alakja a véges ele-mekben azonos. A 3.18. ábrának megfelel® esetben két ilyen ún. alakfüggvényvan, a balról jobbra emelked®, illetve 
sökken® egyenes függvény. Az integrálásokatnem is a bázisfüggvényekkel, hanem ezekkel az alakfüggvényekkel végezzük el, azegyes véges elemek fölött.Az alakfüggvények általában görbék, és úgy adhatók meg, hogy a kívánt simaságúközelítést szolgáltassák. Például el®írhatjuk, hogy a megoldás kétszer folytonosandi�eren
iálható legyen.Többdimenziós esetben az alakfüggvények megadása bonyolultabb, és a szak-irodalom egyes problémákhoz alkalmas alakfüggvényeket tárgyal.A kapott lineáris egyenletrendszer a gyakorlatban gigantikus méret¶ a sok kisvéges elem miatt, viszont lineáris d.e.-ek esetében az együtthatómátrix nagymérték-ben ritka, és szabályos alakú, ami megkönynyíti a megoldást. Például egydimenziósesetben tridiagonális együtthatómátrixú lineáris egyenletrendszert kapunk, aminekmegoldása nagyon könny¶ (II. Rész).3.6. Javasolt irodalomKorn, R. C. és Korn, J. M.: Matematikai kézikönyv m¶szakiaknak.M¶szaki Könyvkiadó, Budapest, 1977.Ralston, A.: Bevezetés a numerikus analízisbe. M¶szaki Könyvkiadó, Bu-dapest, 1969.Obádovi
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