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1. fejezet

Flowsheeting és osszetett
folyamatok szamitasa

1.1. Flowsheeting

A technologiai folyamatabra (Howsheet, ejtsd: "flosit") hianyzo adatainak meghatéarozasat
"lowsheeting"-nek (ejtsd: "flositing"-nek) is nevezziik, mert ez az angol kifejezés
terjedt el az egész vilagon. Ez els6sorban a miiveleti egységekbdl 6sz-szekapcsolt
folyamat allandosult allapoténak, részletes anyag- és energiamérlegének meghatarozéasat
jelenti, matematikai értelemben pedig egy (&ltalaban nagymeéretd és nemlinearis)
egyenletrendszer megoldasa a feladat. Ezen kiviil azonban ide tartozhat az egyes
miveleti egységek hianyzo f6bb miiveleti, technologiai paramétereinek meghatarozasa
is.
A flowsheet-szamitasra f6leg az alabbi két esetben lehet sziikség:
1. Egy mikoéds lizem hidnyz6, nem mért adatait szeretnénk becsiilni, illetve
matematikai modellt szeretnénk illeszteni az lizemhez, amivel majd az lizemi paraméterek
valtozasanak hatasat szeretnénk elére kiszamitani.
2. Tervezésekor az egyes egységek bemenete ismeretlen, mert bonyolult kapcsolasi
rendben mas egységekbdl érkezik. Ertékére tervezéskor becslést adunk, majd a
folyamat megtervezése utan ellendrizziik e becslések helyességét, illetve az egyes
egységek paramétereinek és aramainak értékét egymassal 6sszhangba hozzuk.

A megoldas modszereit egy (nagyon egyszerd) mintapélda alapjan mutatjuk
be, melynek egyszertisitett folyamatabraja lathatdé az 1.1. abran. A folyamat
egy aram-egyesit6bol azaz keversbdl (E), egy reaktorbdl (R) és egy egyensulyi géz-
folyadék szétvalaszto egységbdl (S) all. A reaktorban valamilyen, A-val jelzett
anyagot B-vé alakitunk at az

A28

egyenlet szerint, ahol ¢ az A-ra vonatkozo konverziofokot jeloli. A taparam tiszta
A. A reaktor kimenetén, vagyis a (3) aramban mindkét komponens megtalalhato.
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1.1. abra. Egyszertsitett mintafolyamat

Az (S) egységben valasztjuk el a terméket a nyersanyagtol. Esetiinkben a nyers-
anyag illekonyabb, ezért a folyadékfazisban lesz a végtermek (5), a gbzfazist pedig
(4) visszavezetjik a folyamat elejére, ahol az (1) tappal az egyesitd egységben
(E) keveredik, és igy kapjuk a reaktor bemeneti draméat (2). Mivel az egyen-
sulyi szétvalasztas nem tokéletes, a visszavezetett dramban (4) és igy a reaktor
taparamaban (2) is lesz B anyag. Ugyanezért a folyamat terméke (5) sem tiszta,
hanem A-val szennyezett.

Az egyszertiség kedvéért csak anyagmérleg-szamitast végziink. Az egyes aramokat
a benniik talalhaté A és B anyagok komponensiramaival, illetve ezek kétkompo-
nensd vektoraval jellemezziik (X;).

Feladat:

Adott a folyamat bemeneti drama: X; 4 = 100 kmol/h, X; g = Okmol/h. A
reaktor nyomasa pr = 4bar, héfoka: Tr = 320K. A desztillalo egység héfoka
Ts = 345K, és az A komponens kinyerési tortje a gézben legyen n4 = 0.98 (vagyis
a desztillalo egység tapjaban levé A-nak 98 %-a keriiljon a gézfazisba). Az alabb
adott reaktor- és V/L -modellel szamitsuk ki a rendszer Osszes X; 4, X; p kompo-
nensiramat, a reaktorban elért ¢ konverziéfokot, és a desztillald egység sziikséges
ps Uzemi nyomasat allandosult dllapotban!

Fizikai-kémiai-miiveleti Osszefiiggések:

A reaktorbeli konverziora az aldbbi kozelits 6sszefiiggést hasznaljuk:

¢ = 0.93exp (—0.76p—R - 0.2235—3)
TR TA

ahol pg és Tk a raktor nyomasa és héfoka, 4 és g moltortek a reaktor bemenetén.
A g6z-folyadék egyensilyt a modositott Raoult-Dalton Osszefliggésel szamitjuk:

Pya = vazapy

Pyp = vyprpD3H

ahol az x mennyiségek moltortek a folyadékfazisban, az y mennyiségek moltortek a
gbzfazisban, a tiszta anyagok fels6 karikaval jelzett tenzioéit az adott hémeérsékleten
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a
o 77.4246
123.14
lgpg =1.0044 — ———
gpp = 1004 = 7555
(nem Antoine, csak hasonlit!), a ~y-val jelzett aktivitasi egyttthatokat pedig a
0.176
lgya = ﬁ
(-5)
TR
0.176
lgvs =

z 2
(1-22)
TA

1.1.1. Egyenletmegold6 szemlélet

Osszefiiggések szolgéltatjik.

Az egyenletmegold6 szemlélet alkalmazasa esetén felirjuk a folyamat 6sszes meghatarozé
egyenletét, és matematikai modszerek alkalmazasaval megkeressiik az egyenlet al-
kalmas gyokét. Ehhez a Fiiggelék kotet 1. fejezetének barmely moédszere hasznal-
hato.

Esetiinkben a miveleti egységek kozti kapcsolatokat is figyelembe véve az alabbi
egyenletrendszert irtuk fel, melyben az 6sszes valtozo el6fordul baloldalra kifejezve,
vagyis = g(x) alaku:

1. Xoa=X14+X44

2. Xop=X1p+Xun
3. Xza= (1- C)XZA
4. X3p=Xop+2(Xoa
5. ¢=0.93exp (—O.?Gp—R - 0.22@)
Tr X4
6. Xya=X34—X54
7. Xup=X3p—X5B
8. X57A = (1 — n%)Xg)A
9. Xsp = Xs5aPA04 Xa.B
PEYB Xa,A
9033 77.4246
10. p% =10 Ts — 230
1.0044 123.14
11. p% =10 Ts — 230
0.176
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1.1. tablazat. Az egyenletmegold6 szamitas eredményei
n | Xoa Xop | Xza | Xsp | Xaa | Xup | Xs4 | XsB
140.00 240 54.33 | 470.28 | 53.24 | 233.05 | 1.000 199
5 | 151.76 | 249.42 | 66.96 | 483.98 | 56.45 | 232.22 | 1.150 | 200.58
10 | 166.22 | 230.71 | 66.61 | 434.33 | 65.88 | 250.95 | 1.340 | 187.35
15 | 162.58 | 248.21 | 63.54 | 443.58 | 62.54 | 247.89 | 1.277 | 201.65
20 | 162.64 | 244.72 | 63.87 | 442.11 | 62.68 | 243.08 | 1.280 | 198.76
25 | 162.57 | 243.52 | 63.72 | 441.61 | 62.48 | 243.47 | 1.275 | 197.79
30 | 162.40 | 243.42 | 63.66 | 441.08 | 62.39 | 243.44 | 1.273 | 197.72

o

0.176

(-32)
13. 5 =10 X5,4

Y4P4 X5,4 + BB X5, B

14. pPs =

Xs5.4+ Xs5.B
Az egyenletrendszerben minden sziikséges egyenlet és ismeretlen szerepel, s6t, tGbb
is. Példaul a 14. egyenletet elvehetnénk, s a 13 ismeretlenes egyenletrendszer meg-
oldasa utan is alkalmazhatnank. Ugyanigy a 10. és 11. egyenleteket alkalmazhat-
nank egyetlen egyszer is, mivel a szétvalaszto egység hémérséklete adott. Ekkor a
megoldand6 maradék rendszer egyenleteinek szdma 11-re csckkenne.

A megoldashoz becslést adunk az Osszes ismeretlen értékére. Legyenek az
aramok becsiilt értékei az 1.1. Tablazat 0-jeld soraban adott értékek, az ak-
tivitasi egyiitthatok becsiilt értéke legyen 1.0, a tenzidk becsiilt értéke 0.5 bar, a
becsiilt konverzié pedig 0.8.

70 %-os csillapitott behelyettesitéssel és 0.05 % megengedett relativ hiba mel-
lett az iterativ szamitas 30 lépésben konvergalt, az 1.1. Téablazat adataival. A
szétvalasztd egység szamitott nyomasa 1.071 bar.

1.1.2. Szekvencialis modularis szemlélet

El6szor megadjuk az egyes miveleti egységek bemenet—kimenet Osszefliggéseit:
Egyesit6 modul szamitasa:
1. Xipia = Xpe1,4 + Xpe2,4
2. Xki,B = Xpe1,B + Xpe2,B

Reaktor modul szamitasa:
1 %8 _ Xbe

va  Xpea

2. ¢ =0.93exp (—O.?Gp—R - 0.2296—3)
TR TA

3. Xpia=(1—-0Xpea

4. XpiB = Xbe,B +2¢Xbe,

V /L egyensilyi szétvalaszté6 modul szamitasa:
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424
2.033 — 1210
1. py =10 Ts —230
1.0044 — ﬂ
2. py =10 Ts — 230
3. Folyadékfazis moltortjeinek becslése: x4, ztp =1 —x4
4. Va=naXpea
5. La= (1 — nA)Xbe,A
6. Lp=-SL,
TA
7. VB=Xp,—Lp
0.176
A\ 2
(1-%2)
8. YA = 10 B
0.176
2
(1-32)
9. YB = 10 TA
Va
10. =
va Vii,a + VB

11. yp=1—ya

12. &= |yayBPBTB — YBYAPLTA]

13. Ha e <kicsi szam, akkor ugorj 17-re!
W) _ _ Lka @) _ (aj)

14. =z, —m,xB =1l-x,

15. x4 = Uj becslés(w 4, :Effj))

16. Ugorj vissza 4-re!

17.  ps = vapira +VBPBTB

;e =1—1x4

Ezutan szamitjuk a halézat aramait:

Becslést adunk a (4) visszavezetett (recirkulacios) aram értékeire. Kezdetben
legyen X4 4 = 141.64 kmol/h, X4 p = 95.655 kmol/h.

Az egyesité modullal szamitjuk a (2) aramot. A reaktor modullal szamitjuk
a (3) aramot. A szétvalaszté modullal szamitjuk a (4*) modositott aramot és az
(5) aramot, valamint a szétvalaszto egység nyomasat. Eztan ellendrizziik, hogy a
(4) becsiilt és (4*) szamitott aramok kozel azonosak-e. Ha nem, akkor modositjuk
a (4) aram értékeit, pl. helyettesitjiik a szamitott értékekkel. Csillapitas nélkiili
kozvetlen behelyettesitéssel, 0.05%-os relativ hibahatarral kapott eredményeket mu-
tat az 1.2. Tablazat. A szamitas 9 lépésben konvergalt. A szétvalasztd egység
nyomasara 1.072 bar-t kaptunk.

Korok és iteraciés aramok

A szekvencialis modularis szemlélet elénye, hogy ha nincs ciklus a folyamatban,
akkor az elolr6l kezdve azonnal végigszamithato, és (a halozat szintjén) itera-
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1.2. tablazat. A szekvencialis modularis szamitas eredményei
Xa.A Xop | Xza | Xap | Xaa | Xup | Xs,a | Xs,B
241.64 | 95.66 | 54.33 | 470.28 | 53.29 | 246.53 | 1.086 | 233.76
161.06 | 237.76 | 62.62 | 434.64 | 61.36 | 238.72 | 1.252 | 195.92
161.67 | 239.81 | 63.01 | 437.13 | 61.75 | 240.09 | 1.260 | 197.04
161.84 | 240.39 | 63.12 | 437.82 | 61.86 | 240.47 | 1.262 | 197.35

O WO 3

ciora nincs sziikség. Példaul a 1.2 abran mutatott halézat szamitadsa a miveleti
egységek (A), (B), (C) sorrendjében, illetve az aramok (1), (2), (3), (4) sorrendjében
végezhet§ el.

(1) A (2) 5 3) c (4)

1.2. abra. Ciklusmentes folyamat

A 1.1 abra folyamatat azért nem lehet igy szamitani, mert az els (E) miiveleti
egységnek nem minden bejév6 &rama ismert. Egyszerd halézatoknal azonnal 1athato,
hol vannak aram-visszavezetések, és mely aramokat kell (vagy lehet) iteracios dramma,
kijelolni. Bonyolultabb esetekben {6l kell deriteni a halézat ciklusait, és lehetGleg
a legkevesebb iteracios aramot kell kijelolni.

A cilkusok felderitéséhez az irdnyitott grafok matematikai elméletét hasznal-
hatjuk fo6l. A technologiai folyamat miiveleti egységeit, valamint a bejovs dramok
forrasait és a termékek nyel6it csomoépontoknak, az dramokat pedig a csomdpon-
tokat Osszekots iranyitott éleknek tekintve iranyitott grafot kapunk. Példaul a A
1.1 abra folyamatanak iranyitott grafja lehet az, amit a 1.3 abra mutat.

A ciklusok felderitésének egyik lehetséges modja a graf feszits fajanak felépitése.
Fanak nevezziik a ciklusmentes grafot, illetve a ciklus- és megkeriilésmentes iranyi-
tott grafot. Egy graf feszit6 faja olyan fa-graf, melynek az eredeti graf Gsszes
csomoépontjabol és az eredeti graf éleinek egy részhalmazabol all. Példaul a 1.4
abran lathato irdnyitott graf egy lehetséges feszité fajat mutatja a 1.5 abra.

A feszit6 fa megalkotdsahoz az eredeti graf egyes éleit el kell hagyni. Az el-
hagyott élek megkeriiléseket és/vagy ciklusokat szakitanak meg. A vizsgalt graf
ciklusai: [5,7], [9,10], [2,3,9,8], [2,3,(9,10),8], [1,3,9,8], [1,3,(9,10),8], [1,2,3,9,8],
[1,2,3,(9,10),8].

Konvergencia. A ciklusok ismeretében kijelolhetSk az iteraciés aramok. Jobb
hijan a lehets legkevesebb iteracios (felujitando) aramot jeloliink ki, azonban egyal-
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C (1) . (2) R 3) . () C

1.3. abra. Mintafolyamat iranyitott grafja

-

eeie
Se—(0) (10—

1.4. abra. Bonyolult iranyitott graf

O——O—)——)—=E—)
(< @ @

1.5. dbra. Bonyolult iranyitott graf feszit6 faja

taldn nem biztos, hogy ezzel a véilasztassal kedvez6 konvergencia-tulajdonsagokat
kapunk. Elénye csupan az egyszertibb kezdeti becslés.

Bonyolult mitiveleti egységeket tartalmazo Gsszetett, ciklusos folyamatok kon-
vergéltatasa szekvencialis modularis modellezéssel nagyon nehéz is lehet. Ennek
egyik oka, hogy a nem megfelel6 bemenet esetén a bonyolult egységek esetleg 6n-
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maguk sem konvergalnak, illetve hibas eredményt adnak. Egy mésik oka, hogy a
ciklusba tartozo egyes Gsszekotd dramok nagysagat a ciklusbeli miiveleti egységek
miveleti paraméterei megszabjak ugyan, de ha a becslés messze van a helyes ered-
ményt6l, akkor az illet§ aram nulldhoz konvergél (ehhez is tartozhat megoldas!),
vagy divergal.

1.1.3. Szimultidn moduléaris szemlélet

A szimultan moduléris szemléletben az egyes modulokhoz linearis és nemlineéris
részmodelleket rendeliink. A linearis részmodellek a bemenet és a kimenet kozott
linearisak, a nemlineéris részmodellek pedig a linearis részmodell egyiitthato6it szamitjak.
Egyesité modul modellje:
Linedris részmodell:
L1. X4 = Xpe1,4 + Xpe2,4
L2. X B = Xpe1,B + Xve2,B
Nemlinedris részmodell: Nincs.

Reaktor modul modellje:
Linedris részmodell:

L3, Xiia=(1—¢)Xpea

L4. XiiB = Xve,B +2(Xte,a
Nemlinedris részmodell:

PR Xpe,B
1. =0.93 —0.76=— — 0.22 ’
¢ P < Tr Xbe,A)

Egyensilyi szétvalaszt6 modul modellje:
Linedris részmodell:

L5. Va=naXpea

L6. Ly = (1 — nA)Xbe,A

L7. VB =nBXe,B

L8 LB = (1 — nB)Xbe,B
Nemlinedris részmodell;

9 033 — 77.4246
1. py =10 Ts —230
1.0044 — ﬂ
2. p% =10 Ts —230
3. Folyadékfazis moltortjeinek becslése: x4, g =1 — x4
0.176
2
(-5)
4. v4=10 B
0.176

2
(-2)
5. v =10 za
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o
o= ’YAP?
YBPp

=TT N
1—|—a<——1)
nA

8. Va=mnaXpea

9. Ly= (1 - nA)Xbe,A

10. VB = nBXbe,B

11. LB = (1 — WB)Xbe,B
Va+Vp

13. yp=1-ya

4. &= |yayBppeB — YBYAPLT A

15. Ha e <kicsi szam, akkor ugorj 19-re!

@) _ _ Leia )

16. oy Lyia+Lrip’ B

(ﬁj))

A

12. YA

=1 —:Effj)

17. x4 = Uj becslés(za,
18. Ugorj vissza 6-ra!

19.  ps =vapira +VBPBTE

20. A nemlinearis részmodell eredménye a nyomas és az np kinyerési tort.

;ep=1—1x4

Linearis halézatmodell:
A linearis részmodellek (L1-L8) lineéris egyenleteibsl Osszeallithato a teljes
halozat linearizalt modellje:

1 0 0 0 -1 000 Xo A [ X714
0 1 0 0 0-100 Xop X1

-(1-¢) 0 1 0 0 000 X3.4 0
-2¢ -1 0 1 0 000| |Xsp|_| O
0 0 —na 0 1 000 Xu,4 0
0 0 0 —nB 0 100 Xup 0
0 0—(1—na) 0 0 010 Xs.4 0

| 0 0 0 —(1-mp) 0 001] [Xss| [ O |

A halézat szamitasa:

A szimultan modularis eljaras matematikai szempontbél nézve fokozatos lin-
earizas. ElGszor becslést adunk az egyiitthatématrix hatarozatlan paramétereire.
Legyen ( becsiilt értéke 0.7, és legyen np becsiilt értéke 0.5. Ezzel az egyiitthato-
métrix teljesen hatarozott. Megoldjuk a lineéris egyenletrendszert, és ezzel megkapjuk
a komponensaramok elsé becslését. Eztan a nemlineéris részmodellekkel tetszéleges
sorrendben, illetve egymaéstol fiiggetleniil kiszamitjuk az egyiitthato-méatrix hatarozat-
lan elemeit. A reaktor modul nemlinearis részmodelljével kiszamitjuk (-t, a szétvalaszto
modul nemlinearis részmodelljével kiszidmitjuk np-t. Ezt a linearis - nemlineéris
szamitas-part addig ismételjiik, mig a kapott értékek nem konvergalnak. A szamités
eredményét az 1.3. Tablazat mutatja. A szamitott nyomas: 1.071 bar.
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1.3. tablazat. A szimultan modularis szamitas eredményei
Xo A Xop | Xza | Xsp | Xya| Xup | Xsa | XsB
141.64 | 198.30 | 42.49 | 396.60 | 41.64 | 198.30 | 0.850 | 198.30
158.95 | 241.18 | 60.16 | 438.77 | 58.95 | 241.18 | 1.203 | 197.59
162.56 | 240.62 | 64.26 | 438.05 | 62.97 | 240.62 | 1.285 | 197.43
161.56 | 240.61 | 62.82 | 438.09 | 61.56 | 240.61 | 1.256 | 197.48
162.00 | 240.61 | 63.27 | 438.08 | 62.00 | 240.61 | 1.256 | 197.46

BlWwin =IOl S

Jel-folyam grafok

A szimultan modularis szemlélettel kapott linearis egyenletrendszer egyiitthato-
matrixa tetszSleges alaku lehet, ezért a megoldasnal a teljes egyiitthatomatrixot
szerepeltetni kell a Gauss- vagy Gauss-Jordan-féle kikiiszobolési eljardsban. A
folyamat kapcsolasi rendjét kihasznalva azonban egyszertibb kikiiszdbolési eljarast
is végezhetiink.

Ehhez definidljuk a folyamat jel-folyam grafjat, amit agy kapunk, hogy a miiveleti
egységeket mint az dramok &allapotainak atalakitoit tekintjiik. Ennek megfelelGen
az dramokat tekintjliik csomoépontnak, és az atalakitasokhoz rendeliink irdnyitott
éleket. Az élekhez olyan szorzotényezsket rendeliink, melyekkel az él tampontjat
megszorozva megkapjuk azt az értéket, amivel az él az altala mutatott csomoépont
értékéhez hozzajarul.

1.6. dbra. Mintapélda jel-folyam grafja

A mintapélda jel-folyam grafjat a 1.6 abra mutatja. Az egyes aramokat (csomépon-
tokat) méatrix értékd szorzotényezdk kotik Gssze, mert az dramok vektor-értékiek.
Az egyesité Eq és Eg szorzotényezdi 2 X 2-es egységmatrixok, a reaktor R szorzoja:

(1-¢0
R‘<2< 1)
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a szétvalasztd egység szorzodi

na 0
S:
! (0773)

_(1-=ma O
Sl_( 0 1—773)

A jel-folyam graf komponensenként is elkészithetd, ekkor az élekhez skalar szorzokat
rendeliink. A mintapélda komponensenkénti jel-folyam grafjat mutatja a 1.7 abra.

1.7. abra. Mintapélda komponensenkénti jel-folyam grafja

A jel-folyam gréafok olyan ekvivalens atalakitésai, melyek a csomopontok és élek
szaménak csokkenésével jarnak, a kikiiszobolés 1épéseinek feleltethetSk meg. Az
ekvialens atalakitasok 3 alap-atalakitasbol épithetk fol:

1 K6zbens6 csomopont kikiisz6bolése. Ezt a 1.8 abra mutatja. Nyilvan-
valo, hogy ha y = ax és z = by, akkor z = abz.

Ca Cb C — @ axb {z)

1.8. abra. Jel-folyam graf ekvivalens atalakitasanak 1. szabalya

2 Megkeriils él kikiiszobdlése. Ezt a 1.9 dbra mutatja. Nyilvanvalo, hogy
ha y = az + bz, akkor z = (a + b)z.
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a

G, = &0

1.9. abra. Jel-folyam graf ekvivalens atalakitasanak 2. szabalya

3 Hurokél kikiisz6bolése. Ezt a 1.10 abra mutatja. Ha y = ax + by, akkor

- a
Y= 1

szorzés sorrendjére is: y = (I—B) ' A x.

1.10. abra. Jel-folyam graf ekvivalens atalakitasanak 3. szabalya

x . Ennél a szabalynal a vektoros alak esetében tigyelni kell a

—_
\
o

A 1.6. Aabra megoldasa ezzel a modszerrel: Xz = (I — E2S; R)'Eq X4,
X3 =RX2, X4=5:X3, X5 =52X3s.

1.2. Tervezési és iteracios valtozok kijelolése

1.2.1. Tervezési valtozok

Gyakran el6fordul, s6t, tipikus eset, hogy egy miveleti egység modelljében tobb
valtozo szerepel, mint ahany fliggetlen korlatozo Gsszefiiggés adott a valtozokra. A
korlatozo osszefiiggések kozé nem csak a fizikai modellt, hanem az egyes valtozok
értekére vagy tobb valtozo viszonyara vonatkozo miveleti elGirasokat ("specifiké-
ciokat") is beleértjiik. Példaul ha elsirjuk, hogy a nyomaés értéke 5 bar legyen, akkor
egy p = 5 egyenlGséget adunk meg. Jeloljiik a valtozok szamét V-vel, a fliggetlen
egyenletek szamat FE-vel, akkor a miiveleti egységet leir6 modell szabadsdgi foka
definicié szerint:
F=V-F

Az egyenletrendszer megoldéasa altalaban akkor egyértelmd, ha FF = 0. Ha F > 0,
akkor még tovabbi F' szamu valtozonak is értéket kell adnunk. Ezek az tn. tervezési
valtozok.
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1.11. abra. H&cseréls kapcsolatai

Példaul az aldbbiakban megadjuk egy termékiram elGirt lehidtésére szolgald
folyadék-folyadék hécserels (1.11 abra) allandosult allapotanak egyszertsitett mod-

elljét.
Valtozok:

1. B a h6cseréls tipusa
2. @ hoteljesitmény
3. A hoatado feliilet
4. k héatbocsatasi tényezé
5. Wi belép6 hidegdram tomegarama
6. Wy kilépd hidegdram tomegarama
7. Wi belépd melegdram tomegarama
8. Wy kilép6 melegaram tomegéarama
9. t; beléps hidegaram hémérséklete
10. t2 kilép6 hidegaram hémérséklete
11. t3 belép6 melegdram hémérséklete
12. t4 kilép6 melegdram hémérséklete
13. Aty logaritmikus atlag-héfokkiilonbség
14. ¢, melegéram fajhGje
15. ¢, hidegaram fajhGje

Egyszertisitett modell-egyenletek:

1.
2.

S ootk W

O = kAAL,
Aty = (tr — t4)t_ (1;2 —t3)
1—ty
In
ty — 13
Wi =W,
W3 =W,y

Q = Wicw(t1 —t2)
Q = Wsep(ts —t3)
Q = Wacp(ta — t3)
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7. k:k(WluW27W37W47t17t27t37t476)

EI6 van irva a kévetkezd valtozok értéke:

8. W=
9. t1 =

10. t9 =
11. t3=
12. ¢, =
13. Ch =

A 7 modell-egyenlet és 6 specifikacié egylitt 13 korlatozo Gsszefiiggést ad, vagyis
E = 13. A valtozok szama V' = 15, tehat a feladat szabadségi foka FF = 15—13 = 2.
A nem specifikalt valtozok koziil kett6t a tervezdnek kell megadnia. Ilyen tervezési
valtozo elvben barmalyik kettS lehet a nem-specifikdlt 8, @, A, k, Wa, W3, Wy, t4,
At;,, valtozok kozil.

A tervezési valtozok terhére lehet a miiveleti egységet (valamilyen cél szerint)
optimalizalni.

Ha nem-folytonos valtozo is van, akkor célszerd azt tervezési valtozonak valasz-
tani, hiszen nem kaphatjuk meg valamilyen szamitas eredményeként. A példaban
ilyen valtozoé a [ tipus, ami lehet csé-a-csGben hécseréls, lemezes hécseréls, csékoteges
hécseréls, utdbbi esetben egy, két, vagy négyjarata, uszdfejes vagy hajlitott csoves,
stb.

Ha (-t kijeloltiik tervezési valtozonak, akkor még mindig marad egy kijelolendd.
Egyaltalan nem mindegy, melyiket jeloljiik. Ha valasztasunk az W3 hiitéviz tomegaramra
esik, akkor a h6cseréls konnyen tervezhetd, mert minden tovabbi ismeretlen valtozot
egyetlen egyenletbdl szamithatunk, ha megfelels sorrendben szamitjuk cket. Az al-
kalmas sorrendet mutatja a 1.12. &bra. Ha ellenben az A feliiletet valasztjuk,
akkor csak Wy és @) szamithatd egyszertien, a tObbi ismeretlent egy Otvaltozos
egyenletrendszer szimultan megoldéaséaval kell meghatéarozni (1.13. abra).

55 F=(Q) fﬁfzﬁ@\
ey )

e

Ja

f3 Wo

1.12. abra. A hdécseréls ciklusmentes tervezése 8 és W3 tervezési valtozokkal
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@
@ 5
AN

1.13. abra. A hdcseréls tervezése 5 és A tervezési valtozokkal

Itt azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet célszertien kivalasztani a ter-
vezési valtozokat.

1.2.2. Tervezési valtozok kivalasztasa és ciklusmentes szami-
tasi sorrend kijel6lése

Ha minden valtoz6 minden egyenletben el6fordul, akkor a valasztastol fiiggetleniil
egy E-valtozos egyenletrendszert kell szimultdn megoldani. Az ennél egyszeriibb
megoldasokat az teszi lehetévé, hogy nem minden valtozoé fordul el6 minden egyen-
letben. Példaul vizsgaljuk meg az alabbi egyenletrendszert (V =8, E =4, F = 4):

il 1, w2, @3

fa( r3, T4, Ts
f3( T4, Ty, Tg
fa(

Z2, T7, X8

(1.1)

— — —

Il
cooco

A valtozok és az egyenletek parosithatdk, aszerint, hogy a véaltozo elGfordul-e az
egyenletben. Ezt a parositast vagy paros graffal (1.14. abra), vagy az 6t reprezen-
talo (1.2) eldfordulési matrix-szal (vagy megjelenési matrix-szal) jelolhetjiik.
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1.14. abra. A (1.1) egyenletrendszer paros grafja

L1 | L2 | X3 | L4 | X5 | Te | L7 | T8

f2 1] 1]1 (1.2)
f3 11111
fa 1 1] 1

Ha az el6fordulasi matrix eléggé "iires", akkor érdemes ciklusmentes szami-
tasi sorrendet, és az annak megfelel§ tervezési valtozok kijelolését keresni. Ehhez
megkeresiink egy olyan valtozot, amely csak egyetlen egyenlethez tartozik. Ezt
a valtozot ki lehet fejezni ebbdl az egyetlen egyenletbdl. Ilyen példaul xz; a mi
esetliinkben. Ehhez az egyenlet tobbi valtozojat ismerniink kell. A graf éleit
megfelelGen irdnyitjuk. (1.15. abra).

1.15. abra. Az els6 egyenlet és valtozo kijelolése

A hozzéarendelési matrixban ennek az felel meg, hogy olyan valtozot keresiink,
melynek oszlopaban egyetlen "1" (azaz "igen") bejegyzés talalhato ((1.3)).
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Iﬂ To I3 T4 Is Te X7 xIs
fi 11
7 I I I (1.3)
/3 1 [ 17]1
Ja 1 1|1
Ezutan toroljik a kijelolt valtozot és a kijelolt egyenletet ((1.4) és 1.16. abra).
1.16. 4bra. Az els6 egyenlet és valtozo torlése utan marado6 graf
1.
[N/ w2 | w3 | w4 | w5 | m | @7 | a8
L I . N N N W W W (1.4)
fo | I 1 1 1 '
fs LI 1 1 1
fo L)) 1 1 1

A megmaradt grafon vagy a megmaradt matrixon megismételjiik az el6z6 1épést
((1.5) és 1.17. abra):

1. 2.
TN 2 T 7O T R B R
LN O A T N N W W W

o 1 1 1 1 (1.5)
fs | /] 1 1 1

2 | [ | 1|1
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1.18. abra. A harmadik lépés

A tovabbiakban addig ismételjiik e lépéseket, mig az Osszes egyenletet nem
toroltik:

1. 2. 3.
T o] | o | @ | @ | o | as
R | I L T
s (e | 1|1

fs | [ LT L 1 1
2280 /. N N N O A W W

1. 2. 3.
A g | fEa ]| ws | we | @ | s
N N 77 W N e W v W
- A N W 2 N W T W W W
By 1 1
L N N 7 N W W W 2 W

il bl
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1.19. abra. A negyedik lépés

Az eljaras végén megmaradé valtozokat egyik egyenletbdl sem szémitjuk, tehat
azokat valasztjuk tervezési valtozoknak: x5, xg, x7, 3. Az egyenletek és a bel6liik
szamitando valtozok kivalasztasanak sorrendje alapjan felirhatjuk az alkalmas sza-
mitéasi sorrendet is, ezt mutatja a 1.20. abra.

f2

At VR

1.20. 4bra. A kijelolt ciklusmentes szdmitési sorrend

Az egyes lépésekben mindig a legelss olyan valtozot valasztottuk ki, ami éppen 1
egyenlethez csatlakozott. Ha tobb ilyen valtozé van, tébbféleképpen valaszthatunk,
ennek megfelelGen tobb alkalmas tervezési valtozé halmaz és tobb alkalmas szami-
tasi sorrend is létezhet.

Elsfordulhat, hogy valamelyik lépésben nem taldlunk olyan valtozot, ami ép-
pen 1 egyenlethez tartozik. Ekkor vissza kell 1épni, és egy kordbbi 1épésben maés,
ugyancsak 1 egyenlethez tartozéd véltozot kell kivalasztani, mert lehet, hogy azzal
a vélasztassal ciklusmentes szamitasi sorrend érhetd el.
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1.2.3. Tervezési és iteracios valtozok kivalasztasa

Elsfordul, hogy ciklusmentes szamitasi sorrendet nem lehet meghatarozni, mert az
el6z6 fejezetben leirt algoritmusban mindig eljutunk egy olyan allapothoz, amiben
nincs alkalmasan vélaszthat6 valtozd. Ha minden valtozo legalabb 1 + &k (k > 0)
egyenlethez csatlakozik, és k kicsi szam (lényegesen kisebb, mint ahany egyenlet
van), akkor érdemes olyan szamitési sorrendet keresni, amiben egyidejileg csak 1
egyenletet kell megoldani, viszont a teljes egyenletrendszert k valtéz6 becslésével
és felajitasaval oldjuk meg.

Legyen a valtozok szama V', az egyenletek (megkotések) szama E, vagyis a sz-
abadsagi fok FF = V — E. Akkor nem csak F' tervezési valtozot, hanem még k
iteracios valtozot is ki kell jelolni. Ennek alkalmas tutja, hogy elGszor elhagyunk
k egyenletet, ehhez ciklusmentes szamitasi sorrendet és F' + k tervezési valtozot
jeloliink ki, majd az elhagyott egyenleteket figyelembe az igy kapott tervezési val-
tozokbol jeloliink ki & iteraciés valtozot.

Példaul vizsgaljuk meg az alabbi el6fordulasi méatrixszal jellemzett feladatot:

L1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T
il l]1
fa 1 1 1
f3 1 1 1 1 1
fa 1 1 1

Itt V=6, F =4, F = 2. Ciklusmentes szamitasi sorrend nem hatarozhaté meg, és
minden valtozo legalabb 2 egyenlethez tartozik, vagyis £ = 1. Ennek megfelelgen
elhagyunk egy egyenletet, példaul a legelsét:

L1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T
fo 1 1 1
f3 1 1 1 1 1
fa 1 1 1

Egy ciklusmentes szamitasi sorrendet mutat a 1.21. &abra az z3, =5 és x4
tervezeési valtozokkal.

Figyelembe kell venni azonban az ideiglenesen elhagyott fi egyenletet is. Ennek
kapcsolatait a 1.22. abra mutatja.

Lathato, hogy f1 mindkét valtozoja bemend valtozo, és egyiket sem szamitjuk
f1-b6l. Ezért a (talalomra kivalasztott) egyik valtozo kapcsolatat visszafelé iranyitjuk.
Ekkor viszont a szomszédos egyenletnek nincs kimeng valtozéja, és annak egy masik
valtozojat irdnyitjuk vissza, stb. Ezt az iranyitasvaltast addig gorgetjiik, mig egy
tervezési valtozohoz nem ériink. Egy ilyen allapotot mutat a 1.23. &abra. Az
x3 valtozot jeloltiik ki feltjitando ("iteracios") véltozova, mig x5 és g tervezési
valtozok maradtak.
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1.21. abra. Ciklusmentes szamitési sorrend f; nélkiil

O

1.22. 4bra. Ciklusmentes szamitéasi sorrend f; kapcsolataival

1.3. Szétvalaszto oszlopok allandésult allapota

A folyékony fazist tartalmazo, fazisegyensulyi megoszlason alapul6d tobbfokozata
ellendramu szétvalaszto eljarasok, elsGsorban a rektifikilas (dusitas és/vagy kifor-
ralas), abszorpcio, deszorpci6 és extrakcié allandosult allapotanak modelljei olyan
bonyolultak és nagymeéretiiek, hogy érdemes kiilon foglalkozni veliik.

A tovabbiakban csak az tn. tanyéros (v. télcas) modellekkel foglalkozunk,
az anyagatadéason alapulé Gn. "nemegyensulyi" modellek, melyek a komponen-
stranszport differencidlegyenleteit alkalmazzak, mas kezelésmodot igényelnek. (A
tanyéros modellek is lehetnek "nemegyensulyi" modellek, amennyiben nemegyensu-
lyi fokozatokat is kezelnek, azonban ezek akkor is az egyensulyi modellb6l indulnak
el, és az attol valo eltérést valamilyen hatasfokkal fejezik ki.)
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O,

Ts5 f3
fa T4 z3 fi
fa

1.23. &bra. Iteracios szamitési sorrend az irdnyok megforditasaval

1.3.1. Szétvalaszt6 oszlopok allandésult Allapott modelljei

Az akar elméleti (egyensulyi), akar gyakorlati (hatasfokot is figyelembe vevs) mod-
ellek kozponti fogalma az egyensilyi vagy gyakorlati fokozat, amit egyszertien
tanyér-nak is neveziink. A tovabbiakban, hacsak masként nem emlitjiik, mindig
elméleti tanyérra gondolunk. Az elméleti tanyérrol felszallo konnyt fazis (pl. para)
termodinamikai egyensilyban van a rola lecsurgo folyadékkal.

Az egyszerd esetekben egy tanyéron csak két fazis tart egyensilyt. Egyetlen
ilyen tanyér kapcsolatait és adatait mutatja a 1.24. abra.

Vi

Lj—l
Sj
—
Yi, Hj
Ej, Hy— oy
z; J. fokozat Tj, p; J
iL‘j, hj
Sj
S
Vit L;

1.24. abra. Kétfazisu szétvalaszto fokozat adatai

A modellezéskor a tanyérokat altalaban folilrsl lefelé szamozzuk (mig az ipar-
ban gyakorlati okok miatt alulrol folfelé szoktak szamozni). A j. tdnyér nyoméasa
pj, homeérséklete T}, a rola lecsorgd nehéz fazis (folyadék) molaris drama L; + sj,
moltortvektora x;, a folfelé tavozo konnyd fazis (gaz, para, vagy konnyd folyadék-
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fazis) moldris d&rama V; + .5, moltdrtvektora y;. A tanyérrol lecsorgé dram fajlagos
(molaris) entalpidja hj, a rola felszallo aram fajlagos (molaris) entalpidja H;. A
tanyérrol tavozo folyadék egy részét s; nehézfazis oldaltermék-ként elvehetjiik, igy
a kovetkez6 tanyérra vagy az oszlop fenekébe mar csak L; aram jut. Ugyanigy
lehetséges a konnyt fazisbdl is S; kénnyiifazis oldaltermék-et elvenni, ami utin a
folottes tanyérra vagy az oszlop fejébe mér csak V; aram jut.

A j. tanyérra foliilrél lecsurog az el6z6 tanyérrdl vagy az oszlop fejébsl L;_4
folyadékaram, és f6lszall az alatta levs tanyérrol vagy a forralobol Vi konnytifazis
aram, a megfelels Osszetételekkel és entalpiakkal.

Barmely j. tanyérra érkezhet F; tdparam, melynek Osszetétel-vektora z;. A
taparam hémérséklete és nyomasa az allandosult dllapot modellezése szempontjabol
csak annyiban érdekes, amennyiben ezek szerencsés esetben az Gsszetétellel egytitt
meghatarozzak az dram fajlagos entalpidjat. Ezért a tap héfoka és nyomésa helyett
egyszeriien annak #; fajlagos entalpidjat adjuk meg.

A tanyérra a bejovs aramokkal hozott entalpiat kiegészitheti a tanyér Q); flitése.
(Negativ @ érték a tanyér hitését jelenti.)

Ha az oszlopban C' komponens aramlik, akkor e modellben barmely tanyért
3C + 9 skalar valtozo ir le. (A folilrdl és alulrdl érkez6 dramok adatai nem a j.,
hanem a j — 1. és a j + 1. tanyér adatai.)

Az allandoésult allapot modellje 4 {6 egyenletcsoportbél (az an MESH-egyenle-
tekbdl) és tovabbi, un. kiegészits egyenletcsoportokbol dll. Ezek N fokozat esetén
a kovetkezgk:

MESH-egyenletek. A tanyéronként felirt komponens- (anyag-) mérlegek, egyen-
salyi Osszefiiggések, moltortosszegzések és entalpiamérlegek angol kezdébetiibél
képzddik a "MESH" betiiszo.
("M"): A tanyéronkénti komponensmeérlegek
Lj1zij+ Vit + Fizij
(1.6)
— (Lj + sj)wiy — (Vi +85)yi; =0 (i=1...C; j=1...N)

amiket az oszlop végein (j = 1 és j = N) megfelel6en modositani kell ha nincs 0.
aram és/vagy nincs N + 1. dram.
("E"): Az egyensulyi Gsszefliggések jelzés-szerd felirdsa a K; ; egyensulyi aranyokkal

("S"): A moltort-Osszegzési (szumméazasi) egyenletek mindkét fazisra (azaz Sy és
Sy egyenletek)

C
“1+4) ;=0 (j=1...N) (1.8)
=1

C
~1+> yij=0 (j=1...N) (1.9)
=1
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("H"): A tanyéronkénti entalpiamérlegek
Lj1hj1+ Vipi Hjp + FiH; + Q;

(1.10)
—(Lj+si)hj = (V;+5)H; =0 (j=1...N)
Teljes anyagmeérleg. Tanyéronkénti teljes anyagmeérleg is felirhato:
Liv+Viu+F;—(Lj+s;)—(V;+5;)=0 (j=1...N) (1.11)

azonban ez mar nem fiiggetlen az eddigiektsl. Ha ezt hasznaljuk, akkor vagy az Sy,
vagy az S, egyenleteket, vagy az egyik komponensre vonatkozé M egyenleteket el
kell hagyni.

Kiegészits egyenletek. Ezek elsGsorban a K; ; egyenstlyi ardnyokat adjak meg
a nyomads, a hémérséklet, és az Osszetételek fiiggvényében, a 2. fejezet szerint,

Ki,j:K(Tj;pj;mjyyjyi) (2210, jle) (].].2)
és az egyensulyi fazisok entalpidit szolgaltatjak:

Megadhatok azonban tovabbi egyenletek is.

A tényéronkénti valtozok szdma a K;; egyensulyi aranyokkal egyiitt 4C + 9,
osszesen tehat N(4C + 9), az egyenletek szama pedig N(3C + 5), tehat az egyen-
letrendszer szabadsagi foka N(C + 4).

Ha nem adunk meg Osszefiiggést a tanyéronkénti nyomasesés fliggésére az oszlop
aramaitol (mint ahogy a most felirt egyenletek kozott sem szerepel ilyen), akkor
rogziteni kell az egyes tanyérok p; nyomdsat (N tervezési valtozo). Altaldban ismert
az Osszes F; taparam, azok z; Osszetétele és H; entalpidja, ami egyilitt N(C + 2)
adat. Tovabbi tervezési adatok az egyes Q; fitések (N) adat. Ezek az adatok
egylitt N(C + 4) megkotést jelentenek. Ezeket is figyelembe véve az egyenletrend-
szer maradék szabadsagi foka 0, vagyis az egyenletrendszer (szerencsés esetben)
hatarozott.

A gyakorlatban altalaban csak 1 vagy csak néhany taparam, és 0 vagy csak
néhany kozbensd fiités-hiités szerepel. Az oszlop végein a kondenzatorban elvont
hét és/vagy a forraloban kozolt hét desztillacio esetében legtobbszor anyagmen-
nyiségekkel és ardnyokkal, pl. a desztillatumarammal (D) és a refluxarannyal (R)
adjuk meg. Az egyenletek ekkor megfelelGen modosulnak.

Az egyes szamitasi modszerek kiilonféleképpen irjak el§ a valtozok felosztésat
tervezési és szamitott valtozokra, és az egyenletek konkrét alakja is médosul ennek
megfelelGen.

Elsfordulhat, hogy egy-egy tanyéron harom fazis egyensilya alakul ki, ha pl.
azeotrop desztillacio esetén két egyensulyi folyadékfazis képzédik. Ekkor a tanyér-
modellt és az egyenletrendszert is megfelel6en moédositani kell.
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1.3.2. Tridiagonalis egyiitthatématrixta linearis részrendsz-
erek

A (1.6) M egyenletek a moltortekben és a (1.10) H egyenletek az anyagaramokban
olyan linearis egyenletrendszereket alkotnak, melyek egyenleteiben mindig legfol-
jebb 3 szomszédos tanyér vonatkozd ismeretlenjei szerepelnek. A j. egyenletben
szerepelnek a j — 1., j. és a j + 1. tanyér adatai. A nemlineéris egyenletek idei-
glenes linearizalasakor is ilyen tridiagonalis egyiitthatéméatrixta egyenletrendszerhez
jutunk.

Ez azért érdekes, mert ezeket a rész-egyenletrendszereket konnyen és gyorsan
megoldhatjuk. Jeloljiik az egyenletrendszert az alabbi mddon:

[b1 1 dy
az by co T2 do
Q; bj Cj X Zj = dj

an—1 by—1cn—1 TN-1 dn—1

i any by | | =N | | dn |

akkor az egyenletrendszer a Gauss-féle kikiiszobolési eljarassal bidiagonéalis alakuva
transzformalhato:

1gr x1 U
1 g2 T2 U
1 g; X X = U

1 gn—1 TN-1 UN—1

L 1 i L N i L unN i

Ez utobbi egyenletrendszerbél viszont azonnal kifejezhetSk az x; ismeretlenek. A
megoldashoz helyet kell foglalni a g; és az u; segédvaltozoknak, majd ezeket, illetve
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végiil az x; ismeretleneket az alabbi sorrendben kozvetleniil kiszamithatjuk:

g1 = by
dy
Uy = —
1 bl
Cj
’ bj —ajgj—1
d] A5U5—1
u; = =2,...,N
J bJ a’jgjfl (.7 )
IN = UN

1.3.3. Kezdeti becslések

Akarmilyen eljarast hasznaljuk is, az ismeretlen valtozok értékét becsiilni kell a
szamitas elkeriiléséhez. Sokszor nincs elGzetes ismeretiink e valtozok valoszini
értékeirsl, és ekkor is el kell kezdeni a fokozatos kozelité szamitast valamilyen
kezdeti értékrél. Ilyenkor az alabbi egyszertsits feltételezésekkel élhetiink, melyeket
desztillalas esetére adunk meg. Abszorpcid, deszorpcid és extrakcié esetében analog
eljaras alkalmazhato.

Hoémérséklet. A kivant termékosszetételek ismeretében becsiilhet6k az oszlop
végein és az oldalmerkéknél is a forraspontok (vagy para termék esetén a harmat-
pontok), majd legegyszeriibben oszlopszakaszonként linearis héfokprofilt becsiil-
hetiink.

Megoszlasi hanyadosok. Ha sziikség van a egyensulyi "allandok" becslésére,
akkor azokat csak a h&mérséklet fliggvényének tekintjiik (ideélis elegy kozelités),
vagy csak (szakaszonként) allando relativ illékonysagot adunk meg.

Osszetételek. Az a termék-tisztasagi eldirasok miatt altalaban ismerjiik a f6bb
komponensek varhaté moltortjeit a termék-aramokban. A taplalasi tanyérokon az
Osszetétel a taposszetétel kozelében varhatd, az egyes oszlopszakaszokban pedig leg-
egyszertibben a tanyérszam filiggvényében linearis Osszetétel-profilt becsiilhetiink.
Ha ezek a becslések — mint legtobbszor — a folyadékdsszetételre vonatkoznak, és
a paramoltorteket is becsiilni kell (desztillalas esetén), akkor legegyszeriibb az
o; = oy, allando relativ illékonysagok hasznalata:

Qi

Yij = &
D k1 Ok Tk,
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Erésen nemidedlis folyadékelegy esetében szakaszonként allandé relativ illékonyséa-
gokkal lehet szdmolni.

Bels6 anyagaramok. Desztillalas esetében altaldban tervezési valtozd a desz-
tillitum D molarama és az R refluxarany, ahonnan meghatarozhatok az oszlop
fejében kialakulé aramok:

Ly=RD

Vi=(R+1)D

A t6bbi anyagaram az allandé molaris tilfolyas feltételezésével becsiilhets, a molaramokat
oszlopszakaszonként allandénak tekintve:

Lj=Lj1+qiFj—s, (j=2,...N)
Vitr =Lj+s; +Vi+ 8 = Lj-a—F; (j=1,...N—1)

ahol ¢; a j. tdparam becsiilt folyadékhanyada a taplélasi tanyér hmérsékletén és
nyomdasan. Ez a folyadékhanyad nullanal kisebb vagy 1-nél nagyobb is lehet, ha
a taplalasi entalpia ismeretében becsiilt allapot talhevitett para vagy forrpont ala
hitott folyadék, mert ez a bels§ aramok elforralasaval vagy visszakondenzalasaval
Jjar egyiitt.

1.3.4. Szimultan (globalis) szamitasi eljarasok

Az ugynevezett szimultdn vagy globalis szamitési eljarasok a szekvencialis (dekom-
poziciés) eljarasokkal szembeéllitva kaptak Osszefoglalo neviiket. Kozos benniik,
hogy az egyenletrendszert fokozatos linearizalassal, Newton-eljarassal oldjak meg,
vagyis valoban, a teljes egyenletrendszert "egyidejiileg" kezelik. Azért tettiik mégis
zardjelbe az "egyidejileg" ("szimultan") szot, mert a hatékonysag novelése céljabol
kihasznaljak az egyenletek specidlis alakjat.

Ha megadjuk azokat a tervezési valtozokat vagy az azokra vonatkozo, egyenlGség-
tipust megkotéseket, amiket a 1.3.1. alfejezetben ismertettiink, akkor is még is-
meretlen és meghatarozando6 a T, Lj;, V;, hy, Hj, x5, vij5, Kij (i=1, 2, ..., C)
(j=1, 2, ..., N) valtozok értéke, azaz N (3C + 5) valtozo, vagyis épp annyi, ahany
egyenlet van. Ez nagyon nagy szam lehet. Példaul C' = 5 és N = 70 esetében
(ami szokvéanyos, mérsékelt méretl szamitasi feladat) ez egy 1400-valtozos egyen-
letrendszert jelent. Ennek mérete jelentGsen csokkenthets, ha a kiegészité egyen-
leteket fliggvényeknek tekintjiik, és a MESH egyenletekbe helyettesitjiik. Ekkor a
fiiggetlen valtozok szama N (2C + 3)-ra cs6kken (x; ;, vi i, T, Lj, V;).

Még ez is nagyon nagy méret, példankban 910 x 910. Még ha a Jacobi-matrix
elemeinek tdlnyomoé tobbsége nulla is, nagyon sok parcidlis derivéaltat kell igy fel-
hasznalni, melyek tobbsége nagyon nehezen és csak nagy bizonytalansaggal szamithatoé.
Példaul az egyenstlyi hémérséklet dsszetételfiiggése nem explicit fiiggvényként is-
mert, hanem a héfokot az 2. fejezet buborék- vagy harmatpontszamito rutinjaival
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allitjuk els, raadasul bonyolult fugacitasi és aktivitasi egyiitthaté modellek fel-
hasznalasaval.

A szamitéasigény csokkenthetd egyes valtozocsoportok kifejezésével és behelyettesitésével,
ami csokkenti a fliggetlen valtozok szamat. Tovabbi konnyitést jelenthet, ha a sok
parcialis derivalt szamitasanak elkeriiléséhez bizonyos (ideiglenes) elhanyagolasokat
alkalmazunk, melyek kovetkeztében az egyes Newton-1épésekben nem a valodi Ja-
cobi-matrixszal szdmolunk. Példaul az egyenstlyi arany

K Vi (Ti, )i jp5 (1))
3
pj

héfok szerinti parcialis derivaltjanak szamitasanal elhanyagoljuk ~; ; h6fokfiiggését,

vagyis
OKij _ ig (dpf)
Ty pj \dTj/,

Ugyancsak kodnnyitést jelenthet, ha a Newton-iteracié nem minden lépésében
szamitjuk djra a Jacobi-matrixot, hanem azt tobb, egymast kovetd lépésben val-
tozatlan értékkel hasznaljuk fol.

A két legismertebb eljarasnak is csak a vazlatat ismertetjiik.

Naphtaly-Sandholm-féle szamitas

Ez a legaltalanosabb, és legszélesebb korben hasznalhaté eljaras (elGszor Naph-
taly és Sandholm ismertette 1971-ben). Nagy szamitasigényt, sikere erdsen fiigg a
kezdeti becsléstdl, viszont a megoldas kozelében gyorsan konvergal.

A modszer a moltortek helyett fiiggetlen valtozoknak tekinti az

lij = Ljwi
vij = ViYi

folyadék- és para-komponensidramokat, a moltort-6sszegzs Sy, Sy egyenleteket helyett
pedig az

C
Li =Y 1l
i=1

C
Vi=> i
=1

és az

I
sJ
xi = =L

3J Lg
Yii = Vi j

]

Vi
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kifejezéseket a tobbi egyenletbe helyettesitve csokkenti a feladat méretét. Ezzel az
M, E és H egyenletek alakja:

S, S;
li,j—l +'Ui,j+l + szi,j - <1 + 07J> li)j — <1 + 07J> Vi = 0 (M@j)
Dt Ui D k1 Uk,

C

C
Vig D ko d = Kijlij ¥ vk =0 (Ei;)
k=1 =1

c c c c
hj—1 Z lij—1+Hj4 Z Vi j1+H;F+Q—h; (Sj + Z lm‘) —H; (Sj + Z Uw‘) =0
=1 i=1 i=1 i=1
(H;)

Ha a kiegészits egyenletekkel szdmolandé K j, h; és H; valtozokat a megfelelg
fliggveényekkel helyettesitjiik, akkor csak a fenti N(2C'+1) egyenletet kell megoldani
ugyanennyi fiiggetlen viltozéval, melyek: [; ;, v; ; és T;. A derivaltak szdma igy is
nagyon nagy, benne az entalpiafiiggvények és az egyenstlyi ardnyok derivaltjaival, a
lancszabaly szerint, vagyis a moltortek és a h6meérséklet szerinti derivalasok tovab-
bra is sziikségesek.

A modszer tovabb egyszertsithet6 allandé molaris tulfolyas (pontosabban &l-
lando L; és V;) feltételezésével, amivel a v; valtozok is kikiiszobolhetSk. Ezzel a
Jacobi-méatrix tridiagondlis hipermatrix-sza alakul, ami viszonylag konnyen kezel-
hets. Az alland6 moléaris talfolyés sokszor jo kozelités, még erésen nemidealis ele-
gyek esetében is.

Ishi-Otto-féle szamitas

Az el6szor (1973)-ban Ishi és Otto altal kozolt eljaras az x; ;, T; és a V; valtozokat
tekinti figgetlennek. A para-moltorteket az (1.7)-beli egyensulyi aranyokkal veszi
figyelembe, a folyadékaramokat pedig a teljes anyegmérleggel fejezi ki:

J
L= Vi —Vi+ S (Fi — 51— S1) *)
k=1

majd az M, S és H egyenletek (1.6), (1.8) és (1.10) alakjaba helyettesiti a (1.7) és
(*) kifejezéseket. Ezzel a fliggetlen valtozok szama N (C + 2)-re csokken.

A K, ; egyensilyi ardnyoknak csak a T} h&fok és x; ; azonos komponens szerinti
parcialis derivaltjait, a h; és a H; entalpidknak pedig csak a 7; héfok szerinti
parcidlis derivaltjait szamitja, a tobbi parcidlis derivaltat elhanyagolja. Az igy
kapott kozelité Jacobi-matrix specidlis alakti. A Newton-lépés Ax; ;, AT és AVj
eltérésekre felirt linearis egyenletrendszerében szerepelnek a legutolsé kozelitése
M ;, S; és H; maradékai is, ezek koziil a S; maradékokra felirt egyenletcsoport

alakja a legegyszertibb:
e}
Z AJJ@J‘ = —Sj
i=1
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A komponensmérlegekbdl szarmazo egyenletek a komponensek szerint csoportosithatok,

és alakjuk:
_ *
.
_ [* *
* k%
+

* % AVnN_1

_A.TEZ'J
A.ILQ

Az N—1
L ALL‘LN

FAV
AV,

x | AV

| AVy

X A.IiJ' +

[ %
% %

M; -1
| M; ~

Az entalpiamérlegekbdl szarmazo egyenletek alakja:

[

ATy
AT, * % ok
: *
ATJ‘ + | *
ATN_1

| AT L

ATy
AT,
X ATJ
* ATN_l
| |ary
(1=1,2,...0)
AWy [H; 1 ]
AV, H 2
AVj =— | Hi;
AVN71 Hi,Nfl
| AVN | H; ~

Ez olyan, specidlis alak, amibdl al@szor a Ax; ; valtozok kikiiszobolhetsk, majd az
ugy kapott 2NV méret linearis egyenletrendszer viszonylag konnyen megoldhat6.

1.3.5.

Szekvencialis (dekompoziciés) szamitasi eljarasok

A szekvencialis eljarasok 1.2. alfejezetben kapott szamitasi eljarasokhoz hasonléan
felujitando iteracios valtozokat jelolnek ki, és csak azokat jitjak fol egy-egy cik-
lusban, mert a tobbi valtozot alkalmas sorrendben ki lehet szamitani a felajitott
valtozo becsiilt értékének ismeretében.

A desztillacio szamitasdhoz a BP, az abszorpci6 és a kiforralas szamitasahoz az
SR, az extrakcios szamitasokhoz az ISR moddszereket érdemes hasznalni.
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Az egyes modszerek nem csak a tervezési és iterdcios valtozok kijelolésében,
hanem a becslési és felajitasi modszerekben is kiilonboznek. A legfontosabb eljara-
sok alapvaltozatait vazoljuk, melyeknek még szdmos javitott valtozata ismert.

BP-szamitas

A (lehetoleg kozeli forrasponti komponenseket szétvalaszto) desztillacios oszlop
szamitasara szolgalo BP eljaras két, egymasba agyazott ciklusbol all. A kiils6 cik-
lusban az oszlop belsé molaramai (L;, V;), a belss ciklusban a T; homérsékletek a
becsiilendd és felujitando véaltozok. A bels6 ciklusban a hémérsékletek feltjitasa
tanyéronként kiilon-kiilon, az Osszetételek ismeretében buborékpont-szamitéassal
torténik, az eljaras innen kapta a nevét. A buborékpont-szamités eredményeképp
kapjuk a K; ; egyensulyi ardnyokat is, amik ismeretében a kiils6 ciklusban a kompo-
nensmeérlegekbdl szamitjuk az Gsszetételeket, azokbol a fajlagos entalpidkat, innen
a kondenzélasi és forralasi igényeket, és végiil ezekbdl a hémérleggel és az anyag-
mérleggel feltjitjuk a molaramokat.

Az eljaras blokksémajat a 1.25. abra mutatja. A K;; egyensuilyi aranyok
becslésére azért van sziikség, mert ezek szerepelnek a komponensmérlegekben. A
komponensmérlegekbdl egy-egy ¢+ komponensnek minden j tdnyéron levé moltortjét
kapjuk (adott 4, kapjuk: x; 1, Zi2, ... Zij, .. - i N ), Vagyls egy-egy tanyér moltort-
jeit C kiilonbo6z6 szamitas adja. Mindaddig, amig az allandésult &llapot adatait el
nem értiik, az igy kapott moltortek Osszege egy-egy tanyéron nem 1. A buborékpont-
szamitashoz és az entalpiaszamitashoz azonban olyan folyadékmoltortekre van sziik-
ség, amik Osszege valoban 1, és ezért iktatjuk be a normalizalast (Sx egyenletek):

normalizalt _ Li,j
,J - [e]
D k1 Thyj

A buborékpont-szamitasokat tdnyéronként, egymastol fiiggetleniil végezziik. Az
egyes buborékpont-szamitasok eredményeként a kapott y; ; moltortek Gsszege 1,
vagyis itt hasznaljuk fol az S, egyenleteket.

D és R ismeretében rogzitett V7 és a refluxdram Lo értéke. A (1.11) teljes
anyagmérleg és a (1.10) hémérleg kombinalasaval a Vi1 és L; (j=1,2, ..., N —1)
molaramokat valtakozva sorban lehet szamitani:

Vitw =Lj+sj +V;+ 55 — Fj = Lj
(Hjy1 —hj—1)Lj1 + (Hj1 —H;)Fy — (Hja — hy)s; — (Hjpa — Hj)(V; + 55)

L=
’ Hjy1 —hj
(Az N. tanyér a forralo).

A BP-szamitas kezdetben viszonylag gyors, de a megoldas kozelében a konver-
gencia lassul, és rendszerint vagy nagyon lasst, vagy oszcillal. Szdmos megoldasi
javaslat sziiletett a konvergencia javitasara, melyek egyes esetekben valoban javi-
tanak, de a modszer altalanos jellegét nem valtoztatjak meg.

A BP szamitasnal az Gsszes termék molaramat meg kell adni, nincs méd adott
moltorthoz keresni a termékmennyiséget. Ugyanigy, vagy refluxaranyt (és esetleg
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&Indulés

T, L; és V; becslése

v

K ; egyensulyi ardnyok becslése

Komponensenként (i) a komponensmérlegekbél

x;,; kiszamitasa (tridiagonalis métrix)

v

Tanyéronként az x moltértek normalizélasa

v

j=1,2,...N:

Buborékpont-szamitas, T}, K; ;

v

h; és H; szamitasa
Forralasi és kondenzalasi igény szamitasa

L; és V; szamitasa az anyag- és hdmérlegbdl

Konvergalt?

1.25. 4bra. BP eljaras vazlata
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reflux alahdtést), vagy kondenzalasi hételjesitményt meg kell adni (esetleg ezek
helyett visszaforralasi aranyt vagy forralasi hételjesitményt).

A BP szamitas belss ciklusdban a hémérséklet nagyon érzékeny a folyadék-
Osszetétel valtozasaira, ezért tavoli forrasponti komponensek jelenléte esetén (ami
elsfordul abszorber, deszorber, kiforral6 oszlopoknal) nem konvergal, hanem osz-
cillalasra hajlamos.

SR-szamitas

Széles forraspont-tartoményu elegyek szétvalasztéasa, abszorpcio és kiforralas szami-
tasakor alkalmas eljards az SR-médszer, ami a h6mérsékleteket az entalpiamérleg
alapjan ajitja fol, és az Osszegzési egyenleteket a folyadék molaramok feltjitédsara
hasznélja.

Az eljaras blokksémajat a 1.25. abra mutatja. A folyadék-moltortek szamitasa
utan azokat normalizalas nélkiil az L; molaramok feltjitasara hasznaljuk fol:

c
0 _ 7 -
Lj =1L, E 44
i=1

Innen kapta a moédszer a nevét, mert az L;x; ; szorzatok a komponens molaramok,
és ezek Osszegét szamitjuk ("sum of rates"). A V; molaramokat a teljes anyagmeér-
legbdl fejezziik ki:

Vitw =Lj+sj +V;+ 55 — Fj = Lj

A paramoltortek szamitasahoz felhasznaljuk K ; becsiilt értékét, de a szamitast
mar normalizalt x moltortekkel végezziik el, és utana az y moltorteket is normal-
izaljuk, mert erre szlikség van az entalpidk és a K; ; aranyok Gjraszamitasidhoz.

A bels6 ciklusban a hémérsékleteket elvben Newton-iteracioval djitjuk {6l az
entalpiamérleg alapjan. A gyakorlatban egyetlen Newton-lépést végziink, és az
igy modositott hémérsékletekkel a kiilsg ciklust folytatjuk. Mivel a hémérlegben
a szomszédos tanyérok Osszetételéhez és hémérsékletéhez tartozo entalpidk szere-
pelnek, tridiagonalis Jacobi-matrixot kapunk, igy a szamitas nagyon egyszeri (el-
tekintve az entalpidk héfok szerinti parcidlis derivaltjainak meghatarozasatol, ami
bonyolult lehet).

A K, ; egyensulyi ardnyokat a felajitott hdmérséklettel és osszetételekkel szamitjuk
djra.

Tapasztalat szerint megfelels elegy esetén az SR modszer gyorsan konvergél.

ISR-szamitasok

Extrakciés mivelet esetében médunk van az egyes fokozatokban kivant hémérsék-
letet tartani. Az ehhez sziikséges hételjesitmények az allandosult allapot ismeretében
utodlag szamithatok, igy nincs sziikség arra, hogy a komponensmeérlegek és az egyen-
sulyi Osszefiiggések mellett egyidejiileg az entalpiamérleget is figyelembe vegyiik.
Ezért a MESH egyenletek helyett elegendé a MES egyenleteket szimultdn megoldani.
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&Indulés

T;, L;j és V; becslése

v

K; ; egyenstlyi ardnyok becslése

Komponensenként (i) a komponensmérlegekbél

x;,; kiszamitasa (tridiagonalis métrix)

v

Sx alapjan L; szamitasa

Teljes anyagmérleg alapjan V; szamitasa

v

x moltortek normalizalasa
y moltortek szamitasa és normalizalésa

v

h; és H; szamitasa

Entalpiameérleg alapjan T} felajitasa (Newton—lépés)‘

K; ; Gjraszamitasa
J

Konvergalt?

1.26. abra. SR eljaras vazlata
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Mivel a hémérsékleteket nem kell szamitani, a BP-moédszerrel analog szamités-
nak nincs értelme. Ehelyett az SR-modszer moédositott valtozata, az un. izoterm
SR-, azaz ISR-modszer hasznalhato.

Bar itt fokozatonként két folyadékfazis egyensilyat szamitjuk, az egyszertiség
kedvéért a konnyt (kisebb fajstlyt) fazis molaraméat tovabbra is V-vel, moltortjeit
y-nal jeldljik.

Az extrakeiés szamitasokhoz meg kell adni a tap- és az (esetleges) oldaltermék
-dramokat, a nyomésokat és a hémeérsékleteket. Kezdeti becslést kell adni a Vj és L;
molaramokra és a K; ; egyensulyi aranyokra. A moldramok becslése szakaszonként
allando V/L fazisarany feltételezésével lehetséges, esetleg a két fazisképzo oldoszer
kolcsonosen tokéletes oldhatatlansagat is feltételezhetjiik. Az egyensulyi ardnyok
becslésére nincs olyan kozelits eljaras, mint ami desztillacional vagy abszorpciénal
hasznalhato, hanem becsiilt megoszlasok alapjan kell szamitani aranyokat.

Az eredeti SR-eljarasban a hémeérsékleteket és a komponens-molaramokat kell
feltjitani a megfelel6 egyenletek szerint. A hémérsékletek felujitasa a hémérleg
szerint bels6 ciklus lenne, és csak azért nem ismételjiik, mert egy 1épésben is nagyot
javul értéke, és jol konvergal az elards. Az extrakcio esetében a hémeérleg és a
hémeérséklet kimaradasa miatt egy ciklussal kevesebb lenne, mégis két ciklusra van
szitkség, mert a folyadék-folyadék egyensilyi ardnyok erésen Osszetételfiiggsk.

A Tsuboka-Katayama-féle ISR eljaras (1976) vazlatat mutatja a 1.27. abra.
A bels6 ciklusban a normalizalas el6tti x; ; moltortek allandésagara iteralunk, de a
v aktivitasi egyiitthatokat normalizalt moltortekkel kell szamitani. Ha a moltdrtek
mar nem valtoznak, akkor az SR mdédszer névadé lépéseként felajitjuk V; értékeit,
majd az anyagmérlegb6l szamitjuk az L; adramokat. (A fazisok szerepe felcserél-
hetd.)

A Renon-Assilenau-Cohen-Raimbault-féle ISR eljaras (1971) vazlatat mutatja
a 1.28. abra. A bels6 ciklusban nem egyik vagy mésik fazis moldramara alka-
Imazzuk az SR-lépést, hanem eleve a fazisaranyokat Gjitjuk fol:

aj V)
4; = Lm - VJUJ&L)
Lj Ljo'j

Az igy felujitott fazisardnyokat az anyagmérlegbe helyettesitve az egyik fazis molara-
mai (pl. V;) kikiiszobolhetSk. Ezzel a masik fazis molaramaira (L;) tridiagonalis
egyiitthatomatrixd linearis egyenletrendszert kapunk, ami az ismert moédszerrel gy-
orsan megoldhat6é. Ezutan az A; fazisardnyokkal szorozva kapjuk a maésik fazis
adramait. A kiils6 ciklusban normalizalunk, szamitjuk a - aktivitasi egyiitthatokat,
és konvergdltatjuk a K; ; egyensulyi ardnyokat.

1.3.6. Egyéb eljarasok

Szamos tovabbi szimultan és szekvencialis eljaras ismert.
A szekvencialis (dekompozicios) csoporthoz tartoznak a tanyérrél-tanyérra
szamito eljarasok is. FEzeknél becslést adunk az oszop egyik végén kialakuld
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J/Indulas

V; és L; becslése

K; ; egyensulyi ardnyok becslése

40

Komponensenként (i) a komponensmérlegekbdl

x;,; kiszamitasa (tridiagonalis matrix)

v

z moltortek normalizalasa
y moltortek szamitasa: y; ; = K; ;25

y moltdrtek Gsszegzése (o; = >, ¥5,;), majd normalizilasa

v

7i,; aktivitasi egyiitthatok szamitasa mindkét fazisban
_ (L), (V)
Kij =15 /%,

Nem

Zij, Yi,; konvergdlt?

Vj"lj = Vjo;, ("Sum of Rates")

L; szamitésa teljes anyagamérlegbdl

L;, V; konvergdlt?

1.27. abra. ISR - Tsuboka-Katayama eljaras vazlata
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J/Indulas

Vi, L; és K; j becslése

K; ; egyensulyi ardnyok becslése

41

Komponensenként (i) a komponensmérlegekbdl

x;,; kiszamitasa (tridiagonalis matrix)

v

L \%
Yij = Kijzij, Jﬁ V=Y, UJ( =Sy
V)

LjJéL)

Aj

v

L; szamitasa (tridiagonalis métrix)

Vi = AjL;

L;, V; konvergélt? Nem

x és y moltortek normalizalésa

vi,; szémitésa és K; ; felajitasa

K; ; konvergalt?

1.28. abra. ISR - Renon-féle eljaras vazlata
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termékosszetételre, és innen kiindulva végigszamithatok az oszlop adatai. Termé-
szetesen hibas becslés mellett valamelyik egyenlet&ségcsoport nem teljesiil, és ennek
alapjan felujitjuk a termékdsszetételt.

A BP-moédszer egyik valtozatdban a komponensmérlegeket nem komponensen-
ként kiilon-kiilon, hanem egyszerre oldjuk meg, ezt a szimultan korrekci6é mod-
szerének hivjak ("szimultan z; ;-korrekcio").

A teljesen szimultan eljarasok és az ismertetett dekompozicios eljarasok kozt
helyezkednek el azok a részleges dekompoziciés eljarasok, melyek két egyen-
letcsoportot oldanak meg szimultan, és a MESH egyenleteket e kettre és a masik
kettére lebontva hajtanak végre szekvencialis iteracios szamitast. Igy pl. szimultan
megoldhaték az S-H, M-S, M-H egyenletcsoport-parok.

Ha dinamikus mtveleti modellt irunk f6l, és tetszéleges kezdeti allapotbol ki-
indulva szamitjuk a rendszer allapotat az id6 fiiggvényében, akkor allando kiilsé
koriilmények (miveleti paraméterek) mellett a szimulacié varhatoan a rendszer
allandosult allapota felé halad. Az un. relaxacids eljarasok egyszertsitett di-
namikus modellt alkalmaznak, aminek nem célja a folyamat idébeli lezajlasanak
pontos kovetése, de alkalmas az allandosult allapot viszonylag gyors megkozelitésére.

1.4. Koltségbecslés

A tervezett beruhazas koltségei csak a beruhézés befejezésekor valnak ismertté.
Ebben benne vannak olyan koltségelemek is, mint pl. telekvasarlas, helyi adok,
szervezett munkabesziintetés, elemi csapasok. A muszaki jellegd koltségek legjobb
el6rebecslését arajanlat-kéréssel nyerhetjiik, de a tervezés korai szakaszaiban ez
nem jarhat6 ut, mivel még nem tudjuk, milyen elemekre kell ajanlatot kérni, és
tal sok elemre kellene. Vannak aztan olyan jellegt koltségek, melyekre nehéz, vagy
lehetetlen ajanlatot kérni, vagy eleve tudjuk, hogy lényegesen olcsoébb sajat erébél
megoldani. Ilyen lehet pl. a vasarolt elem beépitése és beiizemelése, vagy az iigy-
intézés koltségei.

Nagy ipari tizemek és tervezsintézetek katalogust tartanak fenn az altaluk ko-
rabban beszerzett miszaki berendezések arairél és a kiilonféle jarulékos koltségekrol
(pl. szallitas, alapozas, festés, allvanyozas, probaiizem, alkatrészcsere). Gyakran
ezek a katalogusok sem allnak rendelkezésre, vagy nem adnak kell§ tajékoztatést.
Ezért aztan kiilonféle, és a tervezés kiilonbozd szakaszaira vonatkozo koltségbecsld
eljarasokat dolgoztak ki.

1.4.1. Koltségbecslési szintek és a tervezés koltségei

Durvéan az alabbi tervezési szinteket szokas megkiilonboztetni:

1. Nagysagrendi becslés. Mas néven: Arénybecslés. Hasonl6 folyamatok
korabbi koltségadatain alapul, varhat6 pontossaga: +40%. Ehhez durva
kozelits képleteket, idexeket hasznalnak fol.
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2. Tanulmanyterv. Mas néven: Faktoros becslés. A folyamatabra és a f6bb
berendezések ismeretén alapul, varhato pontossaga: +25 %.

3. El6zetes becslés. Méas néven: Koltségkeretet jovahagyo elGiranyzat. Olyan
adathalmazon alapul, mely elegendé a koltségkeret jovahagyasahoz, varhato
pontossaga: £12 %.

4. Dontéshozoé becslés. Mas néven: Miszaki terv alapjan késziilt koltség-els-
irdnyzat. Csaknem teljes tervdokumentécion alapul, melybdl még hidnyoznak
a miszaki rajzok és egyes specifikiciok, varhato pontossaga: +6 %.

5. Vallalkozdi becslés. Mas néven: Részletes koltség-elGiranyzat. Teljes ter-
vdokumentacion alapul, beleértve az Gsszes miszaki rajzot, specifikaciokat,
helyi bejarast, stb; varhato pontossaga: +3 %.

Magéanak a koltségbecslésnek a koltsége fligg nem csak a terv mélységétdl (mi-
lyen szintd tervet kell késziteni), hanem a feladat méretétdl is, melyet legdurvab-
ban a tervezett beruhazas varhato koltségével jellemezhetiink. A 1.4 Téablazat
1977-es, 1millié USD és 50 milli6 USD ko6z6tti beruhazasokroél, a tervezés koltségeit
ezer dollarban adja meg.

1.4. tablazat. A tervezés koltségei 1977-ben, millié $-ban

mélység < 1MMS$ | IMM-5MMS$ | 5MM - 50 MM §
tanulmany 5-15 12-30 20-40
el6zetes 15-35 30-60 50-90
dontéshozo 25-60 60-120 100-230

1.4.2. Kboltségbecslési modellek
Kapacitasaranyok

Azonos idgszakban (azonos évben, vagy idében kozel épiilt {izemek esetében) a
kiilonb6z6 kapacitasa de azonos tipusu berendezések vagy akar teljes technologiak
koltségei kozott egyszert, bar durvan kozelité hatvanyosszefiiggés allapithato meg.
Ha a koltséget K-val, a kapacitast C-vel jeloljiik, akkor durva kozelitésként vehetd:

K, [(Cy @

Ky <Cz)
ahol az egyes berendezések a kitevGit tapasztalati adatokhoz illesztjiik. Példaul
berendezések kapacitasarany-kitevsit mutatja a 1.5 Tablazat, egyes teljes tech-
nologidk kapacitasarany-kitevéit a 1.6 Tablazat.
Ha egy adott fajtaji berendezés vagy technologia koltsége adott kapacitason is-

mert, és més kapacitast berendezést kell tervezni, akkor annak koltsége az ismert
berendezés gyartasanak idészakaban ezzel a médszerrel becsiilhet6.
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1.5. tablazat. Egyes berendezések kapacitasarany-kitevéi

berendezés kitevs
harangsapkas tanyér 1.20
vakuum dobszaritéd 0.20
csGkoteges hicseréls 0.44
centrifugalszivattya 0.61
keverd nélkiili bélelt reaktor | 0.41

1.6. tablazat. Egyes technologidk kapacitasarany-kitevsi

berendezés kitevs
katalitikus krakkolas 0.85
katalitikus polimerizacio 0.70
oxigéngyartas 0.47
acetiléngyartas 0.75
nagynyomasu polietiléngyartas | 0.90

Koltségindex

Azonos tipust és azonos kapacitasi, de kiillonb6z6 idGben késziilt gyartasok, beruhaza-
sok Osszehasonlitasara, koltségeik atszamitasara évtizedek ota kéltségindexeket vezetnek
a f6bb szakfolyodiratok. Ezek az indexek valamely bazisévhez viszonyitva koézlik
egyes szerkezeti anyagok és egyes adott kapacitasu tehnolégidk koltségaranyait az
inflacioratahoz vagy a tézsdeindexekhez hasonléan. Ha ismert a berendezés kolt-
sége (K1) egy korabbi évben, és ismert mind annak az évnek, mind a jelen évnek

a koltségindexe (I1, I2) , akkor a mai koltség egyszert aranyossaggal szamithato:

K _ b
K. L

A kapacitasarany-kitevsk és a koltségindexek segitségével egyiitt tetszdleges kapac-
itdsti berendezés vagy tehnologia mai koltsége nagysagrendileg becsiilhets, ha a
vizsgalt idGtartam nem hosszabb, mint 10 év.

Kiilonbozs koltségindexeket vezetnek a szerelvényekrsl, adott tipust beren-
dezésekrdl, anyagokrol, bizonyos technolégiakrol, illetve mas, speciélis teriiletek
koltségérdsl. A legéltalanosabb koltségindexek a kovetkezdk:

Marshall & Swift Equipment Index (M&S). Ennek két fajtaja az (a) all-
industry index, ami az ipar, a kereskedelem, és a haztartasi gépek 47 kiilonb6z6
indexének szamtani atlagaval képzddik, és (b) process-industry index, ami az em-
litett 47 index koziil a 8 legfontosabb, kiilonbo6z6 ipardgakhoz tartozé indexeknek
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(cement, vegyianyagok, agyagtermékek, iiveg, festék, papir, petroleum, gumi) a
megfeleld ipardgak teljes termelésével sulyozott atlaga. Kezdév: 1926.

Engineering News-Record Construction Index (ENR). Az ipari fejlesztések
Osszetett indexeléséhez a bér- és anyagkoltségek valtozasat mutatja. Kezdév:
1976.

Nelson Refinery Construction Index (NRC). Ez nevének megfelelGen az
olajipari fejlesztések indexe. Osszetevsi: szakmunka, segédmunka, vas és acél,
épitGanyag, egyéb tételek (szerelvények). Kezdgév: 1946.

Chemical Engineering Plant Cost Index (CE). Ez a vegyiiizemek épitésének
osszetett koltségindexe. F6bb Osszetevsi: berendezés, gépek, tartozékok (61 %),
betizemelés (22 %), épitési anyag és munka (7 %), mérnoki munka (10 %). A beren-
dezés, gépek, tartozékok részt tovabbi komonensekre bontjak. Kezd&év: 1959.

folydirat gyakorisag | M&S | ENR | NRC | CE
Chemical Engineering heti X X
Engineering News-Record heti X
Oil and Gas Journal kétheti X

Koltségbecsld fiiggvények

A nagysagrendinél pontosabb becslésekhez az egyes berendezések f6bb miiveleti
paraméterei fliggvényében illeszteni lehet a tapasztalati koltségeket. Ezt diagramok-
ban vagy kozelité analitikus fliggvényekben szokas megadni. Péld4ul néhany ilyen
egyszerd Osszefiiggést sorol fol a 1.7 Tablazat, ahol K: koltség, H: hosszusag,
magassag, D: atmérd, p: terhelési nyomés, A: hatado feliilet ($, m, bar, m?).

1.7. tablazat. Egyes hengeres egységek kozelits koltségfiiggvénye

berendezés koltségfiiggvény
tanyéros oszlop képenye | K = 460H0-91 D0-88,0-18
toltdtt oszlop kdpenye K = 1260H068D0-%6

tilepits K = 8H0-24p0-5,0-18
csGkoteges hécseréls K = 240A°59
katalitikus reaktor K = 100H-57D1.72p,0.76

A kozelits koltségfiiggvények messze alulbecsiilik a koltségeket a jarulékos tagok
figyelembe vétele nélkiil. Attol fliggben, hogy a jarulékos tagokat hogyan csopor-
tositjuk, és hogyan rakjuk Gssze Sket, a durvabban becsl§ faktor-tehnikardl és a
finomabban becslé modul-technikarol beszéliink.
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Faktor-technika

Akkor beszéliink faktor-tehnikarol, ha a jarulékos koltségeket a technoldgiaban sz-
erepld berendezések arainak 6sszegéhez viszonyitjuk. Vagyis, ha egy technologiaban
az egyes i. berendezések ara K;, akkor a teljes koltség szamitésa a

K:fZKi

képlettel torténik.
A legegyszertibb (és a legels6) faktor-tipus a Lang-féle halmazallapot-faktortab-
lazat, mely a technologia egészére vonatkozik (1.8 Tablazat).

1.8. tablazat. Lang-faktorok

folyamat tipusa faktor (f)
szilard 4.6
szilard és folyadék 4.9
folyadék 5.7

Szamos kisérlet tortént az egyetlen f koltségfaktor felbontasara, hogy pontosabb
becslést kapjunk. Ilyen pl.:
f = ftfpfm

ahol f; hémérsékletfiiggs, f, nyomasfiiggs, f, aszerkezeti anyagtol fiiggs faktorok.

Modul-technika

Akkor beszéliink modul-tehnikarél, ha a jarulékos koltségeket a technologiaban sz-
erepls berendezésekhez kiilon-kiilon rendeljiik hozz4, vagyis a teljes koltség szamitasa

a
K= ZfiKi

képlettel torténik. Ez lehet6vé teszi, hogy az egyes jarulékos koltségeket (csat-
lakozasok, 6sszekots csovek, szigetelés, festés, alapozas, miszerezés) nem atlagosan,
hanem az egyes berendezés-tipusoktél fiiggden adjuk meg.

Legismertebb Guthrie koltségfelbontasa. Az egyes berendezések koltsége lebon-
thato (1) kozvetlen munkakoltségre, (2) kozvetlen anyagkoltségre, (3) kozvetett
koltségekre, ezek az un. elsédleges koltségelemek, ezekbdl all Gssze a netto mod-
ulkoltség, amit tovabbi jarulékok (un. masodlagos koltségelemek) teljes modulkolt-
séggé egészitenek ki. Guthrie az egyes késziilékcsoportokon beliil viszonyitasi alap-
ként késziiléktipusokat, azokhoz jellemz6 paramétereket is definialt (méret, anyag,
héfok, nyomaés stb.), és az 1968-ban, az USA keleti partvidékén gyartott késziilekek
arat tekinti referenciaértéknek.

A masodlagos koltségelemek:
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(1) mellékanyagok, segédanyagok koltségei: csévezeték, alapozas, kisebb elemek,
miszerek, elektromos halozat, hészigetelés, mazolas
(2) épitési koltségek: anyag beépitése, berendezés elhelyezése, alapozas stb.

(3) kozvetett koltségek: fuvarozés, biztositas, ado, épitkezés rezsije, mérnoki
munka, biztonsagi tényezs, alvallalkozasi dijak

A viszonyitéasi alapkoltséget Guthrie az egyes késziiléktipusokhoz tartozd Ossze-
fiiggésekkel modositja a készilék konkrét tulajonsigai (paraméterei) szerinti fak-
torokkal. Igy példaul a kovetkezd képleteket alkalmazza:

Nyomaéstarto edény: K =Kpfmfp

Léghtito: K = Kp(fs + fi + fm)
Desztillalo oszlop tanyérja: K = Kg(fs + fi + fm)
Hécserdls: K = Kp(fi + fp)fm

ahol Kp a viszonyitasi alapkoltség, fn, késziilék szerkezeti anyagatol fiiggs faktor,
fp nyomésfiiggs faktor, f; késziilék tipusatol fliggd faktor, fs a tanyértavolsagtol
fliggs faktor.

1.5. Folyamattervezés

Mint lattuk, a részletes koltségbecslés, beleértve a tervezést, nagyon koltséges
tevékenység, ezen feliil idGigényes is. Tapasztalat szerint azonban a beruhazasi
otleteknek csak kb. 1 szazalékat valositjak meg. Ezért nem érdemes minden Gtletet
és a megvalositas minden valtozatat részletesen megtervezni és kiértékelni, hanem
olyan dontések sorozatat szokas végrehajtani, melyek mar a kezdeti szakaszban
kisztirik a nagyon gazdasagtalannak latsz6 megoldasokat, és csak az igéreteseket
juttatjak el a részletes tervezés és koltségbecslés szakaszaba.

A folyamattervezés bonyolultsidgat és dontési szintjeit Douglas nyoméan a benzol
= toluol hidrodealkilezési folyamat példajan érzékeltetjiik.

A folyamat lényege a toluol hidrogénezése benzolla és metanna, magas hémeér-
sékleten és nyoméson. E korilmények kozott karos mellékreakcioként a benzol
dimerizacidja is szamottevs mértékben jatszodik le:

Toluol + Hy — Benzol + CHy
2Benzol = Difenil + Hs

A reakci6 katalizator nélkiil, homogén gazfazisban jatszodik le kb. 35 bar ny-
omason, 620 C és 700 C kozti hdmérsékleten. Ennél hidegebb kdzegben a reakci6 tul
lasst, magasabb hémérsékleten hidrokrakkoldodés kovetkezik be. A reaktorbeli kok-
szolédas megakadalyozasahoz 5:1 aranyt hidrogénfoloslegre van sziikség, a reaktor
utani kokszol6das megel&zésére a reaktorbol tavozd gazelegyet gyorsan 620 C ala
kell hiteni.
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Rendelkezésre all elegend6 mennyiségi tiszta toluol 1égkori nyméson és hémeér-
sékleten, valamint 38 bar nyomasi, szobahéfoki, 5 % metén szennyezést tartalmazé
hidrogén gaz.

Altalaban a kovetkezo dontési hierarchia vazolhato fol:

Szakaszos vagy folyamatos {izem
El6zetes anyagmérleg

Reaktor és visszaforgatas
Szétvalaszto rendszer altalaban

a. Gazvisszanyer6 rendszer

b. Folyadékvisszanyerd rendszer

5. Energiavisszanyer6 halozat

6. Egyéb segédrendszerek, szabalyozas
7. elhelyezés, vezetékek, stb.

W=

A miiveleti tervezés nagyjabol az elsé 6 pontot érinti.

lyﬁissza

Kompresszor O Hie fuv

———>1RB

The Reaktor és szétvalaszto rendszer _

jlnssza

1.29. abra. Els6 vazlat

Az els6 elképzelést a 1.29 abra mutatja. A difenil (D) melléktermék. A vis-
szavezetett gazdramot kompresszor nyomja fel a kivant nyomdsra, és az arambol
egy részt lefuvatunk, kiilonben a metén felhalmozddna a ciklusban. A metant a
hidrogént6l csak nagyon dragan lehetne elvalasztani.

A toluol dealkilezésének folyamata elsé kozelitésben a 1.30 abra szerinti lehet.
A reagenseket el6melegitjiik, a reaktor utdn gyors héelvonast alkalmazunk. A flash
egységben a komponensek szétvaldsa messze nem elég éles, de a pardba keriilt
benzolt és toluolt nem nyerjiik vissza, gazvisszanyer6 rendszert nem alkalmazunk,
hanem lefuvatunk. A szokasos un. stabilizal6 oszlopban a folyadékfazisban oldott
gazkomponensektél szabadulunk meg. Ezt koveti legkonnyebb komponensként a
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H,, CHy Lefuvatés
Kompresszor

Reaktor @ Flash

Benzol Hy, CHy
—_— =

o o
e) —
Toluol % = S
5] R0 &
C © N
e 3 =
E S 2
e} 3] o0

= ea

Difenil "l

1.30. abra. Hidrodealkilez6 rendszer, 1. valtozat

benzol, mint f6termék kinyerése. A harmadik oszlop fejében visszanyerjik az el
nem reagdlt toluolt, és fenéktermékként kapjuk a melléktermék difenilt.

A folyadékkomponensek tisztitasa és visszavezetése tobbféle is lehet. Lehetdség
van példaul a difenil visszavezetésére, mivel az reverzibilis reakcidban visszaalakul.
Ekkor a difenil-toluol elegyet nem kell szétvalasztani, és a harmadik oszlop elhagy-
hato (1.31 abra).

A toluol hidrodealkilezési példajaban a végss (de még mindig egyszertsitett)
technologiai folyamatabra a 1.32 abrahoz hasonlo lehet. A tépot ellenaramban a
reakciotermékkel elémelegitjiik és kemencében a reakcié hémérsékletére hevitjiik.
A desztillalo oszlopokat is a reakciotermékkel forraljuk ki, illetve integraljuk a
toluol oszlop kondenzatorat a benzol oszlop kiforralasaval. Az e folyamatabra-
nak megfelels folyamat allandosult allapotat kiszamitani, az egyes egységeket alka-
lmasan méretezni nem trivialis feladat (ez a tulajdonképpeni flowsheeting). Ugyanezt
a feladatot el kell végezni az Gsszes igéretes véaltozatra is.

1.6. Ellendrz6 kérdések

1. Ismertesse a flowsheeting feladatat és megoldasi szemléleteit!

2. Mi az a jel-folyam graf? Miben kiilonbozik a tehnologiai folyamatabratol?
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H,, CHy Lefuvatés
Kompresszor

O ———= Reaktor @ Flash
@ Q@ Benzol Hy, CHy

Toluol

S

o)
8

o~

Benzol oszl
Stabilizato

1.31. abra. Hidrodealkilez6 rendszer, difenil-visszavezetéses valtozat

3. A szimultdn modularis szamitds matematikailag mit jelent?
4. Mik a tervezési valtozok? Hany van bel6liik adott feladatnal?
5. Ciklusmentes szamitési sorrend hogyan jelolhets ki?

6. Irja fol a MESH-egyenleteket!

7. Sorolja ol az ismertetett oszlopszamité algoritmusokat! (Ellendramu desztil-
lalas, abszorpcio—deszorpcid, folyadék—extrakcio). Melyik hol és mikor alka-
lmazhat6?

8. Ismertesse a BP és az SR algoritmusok blokkvazlatat!

9. Milyen koltségszamito szemléleteket ismer? Ismertesse ezek lényegét!

1.7. Javasolt irodalom

WESTERBERG A. W., HuTCHINSON H. P., MOTARD R. L., AND WINTER
P.: Process Flowsheeting. Cambridge Universities Press, 1979.
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1.32. dbra. Hidrodealkilezé rendszer, integralt valtozat
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2. fejezet

Fazisegyensulyok modellezése
és szamitasa

2.1. Az egyensuly feltételei

Egymassal érintkez6 (fallal el nem valasztott) fazisok egyensulya sziikségképpen
termikus és mechanikus egyensullyal jar egylitt, ezért a fazisegyenstly sziikséges
feltétele a hémeérsékletek és a nyomésok egyenlGsége:

7! =11 (2.1)
ph=p" (2:2)

A T és p valtozok megadasa mellett a termodinamikai egyensilyt a szabadentalpia
szélsGértéke jellemzi, ezért a fazisegyensulyok szamitasat a G(T), p) molaris szabad-
entalpia-fiiggvény szélsGérték-tulajdonsagara vezetjiik vissza.

Ha egymassal érintkezd fazisok molaris szabadentalpidja kiilonbozne, akkor a
fazisok aranyanak megvaltoztatasaval csokkenteni lehetne a teljes rendszer molaris
szabadentalpidjat. Innen kovetkezik, hogy a szabadentalpia csak ugy lehet min-
imalis, ha a fazisok moléris szabadentalpidja megegyezik:

G =gl (2.3)

Elegyek esetén a komponensenkénti parcialis molaris szabadentalpia (kémiai poten-
cial) azonosséaga is sziikséges feltétel

R (i=1,2,...,¢) (2.4)

melybdl az (2.3) molaris feltétel teljestilése viszont kovetkezik. Az (2.1)- (2.4)
feltételek sziikségesek, de nem mindig elégségesek. A legtobb gyakorlati
esetben mégis csak ezek teljesiilését szokas ellendrizni, mert a szélsGérték-feltétel

53
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ellendrzése nagyon bonyolult. Ennek ellenére egyre gyakrabban ellenérzik a fazisok
stabilitasat szélsGérték-kereséssel, elsGsorban folyadék-folyadék megoszlasok és nag-
ynyomasu fazisegyensilyok esetében.

2.2. Tiszta anyagok formalis termodinamikija

A tiszta anyag Osszefiiggs egyensiulyi P-V T adatai ezen valtozok haromdimenzios
terében az un. egyensulyi allapotfeliiletet alkotjak. A termikus allapotegyen-
letek az allapotfeliilet leirdsara szolgalo Osszefiiggések. p és T rogzitése mellett az
egyenstlyi V értéke nem egyértelmt, ezért az allapotegyenleteket nyomasra szoktuk
kifejezni:
p=p(V,T) (2.5)

A kalorikus tulajdonsagok (U, S, A, G) abszolut értéke részben (az S entropia
kivételével) csak egy referencia-allapottol valo eltérésként értelmezhets, masrészt
pedig a gyakorlatban érdektelen. A referencia-allapot célszertien valamilyen jol
ismert idedlis allapot, pl. tokéletes gaz vagy tokéletes kristaly, melynek tulajdon-
sédgait mar ismerjik.

Gyakran alkalmazott referenciadllapot a tokéletes géz valamely allapota. A
tokéletes gaz termikus allapotegyenlete:

Lo _ NET _ nNakT _ RT

v vV
Ha a tiszta anyagok kalorikus tulajdonsdgainak meghatarozasat a tokéletes
gaztol valo eltérés szamitésara vezetjiik vissza, akkor az anyag U egyenstlyi molaris

A egyenstlyi molaris szabadenergidjat és G egyensilyi molaris szabadentalpiajat a
tokéletes gaz megfelels adatanak és a szamitott eltérésnek az Osszege adja:

X =X"+AX

ahol X tetszGleges kalorikus tulajdonsagot jelol. Az eltérést azonban tobbfélekép-
pen is definidlhatjuk, azaz a tulajdonségok felbontésa a referencia-allapott tokéletes
gaz tulajdonsagara plusz eltérésre tobbféle megéllapodas szerint is torténhet.

Célszert lehet pl. az aktualis nyomas referencia-konvencio, ahol a p* referen-
cianyomas az aktudlis p nyomassal egyenld (p* = p):

X (Tap) = XD (Tup) + ATp)(
vagyis ahol az eltérés definicioja:
ATp'X =X (Tup) - XD (Tup)

A potencialfiiggvények szamitasdhoz a termodinamika alabbi, altalanosan érvényes
Osszefiiggésébsl lehet kiindulni:

(dA)y = —p(T,V)dV
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A szabadenergia eltérését megkapjuk, ha a nyomaést dllandé hémérsékleten in-
tegraljuk moltérfogat szerint a referenciadllapottdl a realis gaz allapotaig:

aktualis allapot
AA=— / p(T,v)dv

referencia-allapot

Itt v az integralas kozbeni (index) moltérfogatot, V' pedig az adott moltérfogatot
jeloli.

E két hatar kozti integralds nem megy kozvetleniil, mert a referencia-allapot a
tokéletes gaz valamely allapota, és a gaz tokéletességét vagy realissagat nem tudjuk
valtoztatni a térfogat fiiggvényében. Ellenben végtelen moltérfogat mellett minden
anyag tokéletes gazként viselkedik. Az integralt két részre bontjuk: integralunk a
tokéletes gaz egyenlete szerint a referenciadllapottol végtelen moltérfogatig, majd
ehhez hozzdadjuk a redlis egyenlet szerinti integralt végtelen moltérfogattol az adott
moltérfogatig.

Rogzitett nyomas referencia-konvencié esetében:

1% o0
Ay A = —/p(T,v)dv - /pD (T, v)dv
50 v
ahol
.
p

vagyis a referencianyoméasnak megfelel6 moltérfogati tokéletes gaztol integralunk
az adott allapoti redlis anyagig. A tokéletes gaz egyenlete szerinti integral azonban
nem konvergens. Ezt az akadélyt gy hidaljuk at, hogy a jobboldalhoz hozza is

adjuk az
r RT
[
v
integralt, meg le is vonjuk bel6le:

\4 \%4 00
ATP*A:—/ {p(T,v)—ﬂ] dv — Edv—/ﬂdv
v v v
oo %

oo

Az eredmény:

AppA = — {p(T,v)—E] dv—RTlnL

V*

14
B OATp-AY op(T,v) R 1%
AqpsS = ( 57 >V_/[ 5T ” dv+ Rln v R

8 — <
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ahol v Vo .
— 1P _ P
% RT P

és Z az Gn. kompresszibilitas:

NET — nNAT — RT

Aktualis nyomaés referencia-konvencié esetében annyi a valtozas, hogy a referen-
cianyomés helyébe az aktualis nyomés értékét irjuk:

v
AppA = —/ {p (T,v) — ?] dv—RT'InZ (2.6)

oo

1%
OA,A op(T,v) R

ATPS:_((‘?*T)V :/|:87T—5:|dU+R1nZ—R

A szabadenergia és az entropia ismeretében az 6sszes tobbi kalorikus allapotjelzé
elsallithato:
AU = AA+TAS

AH = AU + RT (Z — 1)
AG=AA+RT(Z 1)

2.2.1. GlobAlis instabilitas és elkiiloniilés

A mintapéldaban a van der Waals-egyenlet redukalt alakjat hasznaljuk:

_ 80 3
TR —1 P

Ennek ¥ = 0, 75 relativ hémérsékletii izotermajat mutatja az 2.1 abra. Az izoter-
mahoz tartozo egyensilyi redukalt nyomas 7° = 0, 282463. Az abran behuztuk azt a
vizszintes egyenest, mely ezen a nyomason a két egyensulyi fazis (L="Liquid"=fo-
lyadék, V="Vapor"=péra) megfelels redukalt moltérfogatat (n, = 0,489631 és
Ny = 5,64305) metszi ki az izotermabol. A vizszintes Gsszekots szakasz a szami-
tott izoterma alatt és folott azonos teriileteket hatarol el. Ezt konnyt belatni, de
ez az ismeret utolagos: ha tudjuk, hogy két fazis kiiloniil el, akkor a szabélynak
teljesiilnie kell. Azonban ez a szabaly a fazisok elkiiloniilését nem indokolja.

A fazisok szétvalasat az egyensulyi termodinamika térvényei szerint csak az in-
dokolhatja, hogy valamilyen potencidlfiiggvény értéke kedvezgbbé valik. Vegyiink
szemiigyre egy olyan redukalt moltérfogatot, mely a m = 0,282463 redukalt ny-
omasu vizszintes Osszekotd (egyensilyi) vonal, vagyis a valodi izoterma-szakasz két
végpontja kozott van! Ha a (redukalt) hémeérsékletet és a (redukalt) moltérfogatot
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rogzitjiik, akkor az egyensulyi allapotra jellemz6 az A (Helmholtz-féle) szabadener-
gia minimuma. Az 2.2 abran felrajzoltuk a ¥ = 0,75 relativ h6mérséklethez
tartozo szamitott (redukalt) szabadenergia-tobblet (Apy A/RT)

ApvA 9
RT 80y

gorbéjét. Jol lathatd, hogy az np = 0,489631 és ny = 5,64305 redukalt moltér-
fogatokhoz ko6z6s érinté huzhato, és hogy a vizsgélt szakaszon a szamitott sza-
badenergia mindenhol nagyobb, mint ami a két szélsé pont kombinaciojabol nyer-
hetd, vagyis a homogén rendszer moltérfogat szerinti fazis-szétvalasaval az atlagos
molaris szabadenergia csokken. Ezért a vizsgalt szakaszon a homogén rendszer a
striség-ingadozasokkal szemben instabil. A valédi szabadenergia-fiiggvény a vizs-
galt szakaszon a kozos érintének az a része, ami a két széls6 pontot Osszekoti.

A kozos érint6 az n = 0 redukalt moltérfogatnal a fiiggdleges tengelybdl a
—1,13839 értéket metszi ki. Az altalanos érvényt

__ (o4
P==\av ),

Osszefiiggés felhasznalasaval ellendrizhets, hogy a kimetszett érték éppen az np =
0,489631 és ny = 5,64305 redukalt moltérfogatokhoz tartozé redukalt szabaden-
talpia-tobblet (AryG/RT):
ATvG - _i 377
RT 49y 3n-—1

—In(n—1/3)

Az 2.3. abran felrajzoltuk a ¥ = 0,75 relativ h6mérséklethez tartozo szami-
tott (redukalt) szabadentalpia-tobblet gorbéjét is, valamint a -1,13839 értéki vizsz-
intes egyenest, mely a szabadentalpia gdrbéjét éppen az nr = 0,489631 és ny =
5,64305 redukalt moltérfogatoknédl metszi. Ez tokéletesen megfelel annak az is-
meretnek, hogy mivel az egyenstlyi fazisok h6mérsékletei és nyomasai megegyeznek,
a rogzitett nyomashoz és moltérfogathoz kapcsolt szélsGérték-kritérium, vagyis a
molaris szabadentalpia értéke a két fazisban azonos. A molaris szabadentalpiak
egyenlGsége a fazisegyensuly sziikséges feltétele; az Gsszes molaris szabadenergia
minimuma adott héfok és moltérfogat mellett a fazisegyensuly elégséges feltétele.

2.2.2. Fugacitas és fugacitasi egyiitthat6

Az (2.3) feltétel teljesiilésének ellendrzéséhez szamitani kell a fazisok molaris sza-
badentalpidit. Az ilyen jellegi szdmitasok alapja mindig valamilyen allapotegyen-
let.

Mivel célszeriien ugyanazt a referenciadllapotot alkalmazzuk a két fazisnal, ele-
gendd az eltérések azonossaganak ellenérzése. Mivel a két fazis hdmérséklete egyen-
salyban megegyezik, teljesiilnie kell az aldbbi egyenl&ségnek is:

AGI  AGH
RT =~ RT

(2.7)
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2.3. abra. Redukalt szabadentalpia és egyensilyi megoszlas

Tokéletes gaz esetében a szabadentalpia valtozéasa allandé hémeérsékleten:

T
(AG™)p = R?dp = RTd (Inp)

Ezért a tokéletes gaz szabadentalpidja igy is kifejezhets:
G° (T,p) = G° (T, p) — G° (T,p*) = RT (Inp — Inp*) = RTIn L (2.8)
p

A tokéletes gaztol valo eltérs viselkedés formalisan gy is kifejezhets, hogy a
p nyomas helyébe egy attol eltéré f tulajdonsagot irunk, amit (Lewis javaslatara)
fugacitasnak neveziink:

G(T,p) = RTIn i* (2.9)
p
A (2.9) Osszefligges a fugacitas definicidja.

(2.8) és (2.9) Osszevetésébol lathato, hogy a fugacitas (logaritmusa) szoros 6sz-
szefiiggésben all a ArpG szabadentalpia-eltéréssel:

ArpG =G (T,p) - G° (T,p) = RTln% =RTlny (2.10)

A (2.10) Gsszefiiggeés egyben a ¢ fugacitasi egylitthato definicioja:

T I~

12
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Az egyensuly (2.7) sziikséges feltétele tehat igy is irhato:
Fl= i (2.11)

vagy
In ! = Inp!! (2.12)

A (2.12) alakot tiszta anyagok fazisegyensulyanak szamitéasahoz, a (2.11) alakot
megfelels kifejtés utan (2.5.1. és 2.5.2. alfejezetek) elegyek fazisegyensulyanak
szamitasanal alkalmazzuk.

Az eltérés-szamitasok alapjan a fugacitasi egyiitthato logaritmusa kénnyen kife-
jezhetd:

Inp = lni = ArpG = ArpA +
p RT RT

Behelyettesitve az (2.6) Osszefliggést, megkapjuk a fugacitasi egyiitthato logarit-
musanak szamitasi képletét:

(Z—1) (2.13)

\4
lncp(V,T)z—/[%—ﬂdv—an—i—Z—l (2.14)

Megfelelé alakii allapotegyenlet esetében az integral zart Osszefiiggést szol-
galtat, mellyel a fugacitasi egyiitthato logaritmusa a V moltérfogat és a T h6mérsék-
let fliggvényében szamithato.

2.3. Néhany széles korben ismert allapotegyenlet

Ko6bos egyenletek

A legelss kobos éallapotegyenlet van der Waals hires egyenlete (van der Waals,
1873):

RT a
vdW: P=5— — 55 (2.15)

Ez merev gombot tételez fel, aminek kovetkeztében az elfoglalt térfogathanyad
b/V (ebbdl kiszamithato a megfelels o merevgdmb-sugar és a b paraméter kozti
Osszefiiggés), mig a masodik tag vonzo potencial hatasat fejezi ki. A paraméterek
és a kritikus adatok kozott a kdvetkezs Osszefiiggés érvényes:

- §R2TC2
T 64 Pe

RT.
~ 8pe
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Ezeket behelyettesitve megkapjuk az egyenlet redukalt alakjat:

AW -8 3
vdWr: 7T_877—1 7

ami a megfelel§ allapotok tételének egyik gyakorlati megvalositasa. A tapasztalat
szerint azonban az a paraméter homeérsékletfiiggs: a = a(T).

Az egyenlet a nempolédros anyagok viselkedésérdl kvalitativ leirast nyujt. Sza-
mos kisérlet tortént az egyenlet javitdsara, hogy noveljék az egyenlet pontossagat,
hasznalhatosagat, és képessé tegyék kvantitativ szdmitasokra is. Ezek koziil legin-
kabb elterjedt az alabbi ketts:

Peng és Robinson (1976) egyenlete :

RT a(T)

Vs T vIrav i

PR: p
A Soave (1972) altal modositott Redlich - Kwong (1949) egyenlet (RKS vagy
SRK egyenlet):

RT a(T)
V—-b V24bV

SRK: p=

Mindkét egyenletben az a = a(T) fliggvény felbonthatd
a(T) = aca(T)

alakban, és az a., b paraméterek kifejezhetSk a kritikus adatokkal. Példaul az SRK
egyenletben:

22
ac = 0.42748R Te
De
b = 0.08664 RT.
Pe

Nempolaros anyagokra a héfokfiiggés koriilbeliili értéke:

o(T) = [1 + (1 - \/T) f(w)r

kritikus hémérséklet 70%-anak megfelels hémeérsékleten mért tenzio és a kritikus
nyomads hanyadosa szerepel:

w = —log, (LF_;'WC) -1

C
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az f(w) fiiggvény alakja pedig:
f(w) =0.48 + 1.57w — 0.17w?

Poléaros komponensekre mas fiiggvényalak hasznalatos.

A kobos egyenletek jol hasznalhatok a kritikus pont kornyékén és alatta, illetve
esetenként lényegesen magasabb nyomaéson is. A kritikus gorbe alatti szakaszon
alkalmasak a tenziogorbe és az egyensulyi para moltérfogatdnak kovetésére, de a
folyadék moltérfogatat (strdségét) altalaban nagy hibaval becsiilik. A veliik szami-
tott folyadéksiiriséget korrigalni kell.

Virialegyenletek

Nem tul strd gazok kozel tokéletes gazként viselkednek, és nemidealitasuk (reélis
gaz jellegiik) a tokéletes gaz allapota koriili, striiség szerinti sorfejtéssel leirhato.
Szokasos alakjaban a

_ oV

" RT
kompresszibilitast fejtjiik sorba a p = 0 (V = oo) hely koriil, p szerint:

pV = 1
Z=—=1 B, =
o1+ (7)
A furcsa egyiitthato-szamozast és kitevét az aladbbi, atalakitott valtozat indokolja:
o > NN 1 & \"
Virial: P _ B (= — B =
pr= (7)) = (v

A viridlegyenlet egyiitthatoi, vagyis az tn. viridlegyiitthaték a p =0 (V =
oo) koriili sorfejtés miatt fiiggetlenek p-tol (V-t6l), igy csak a hémeérséklet flig-
gvényei. Az els§ viridlegyiitthato értéke természetesen By = 1, ez a tOkéletes gaz
egyetlen egyiitthatoja. A tobbi egyiitthato értéke a sorfejtés szabéalyai szerint

n—1
B, = 1 0 P
n—1\ 0p® \ pRT p=0

vagyis az empirikus p-V-T (azaz p—p-T) adatokbol az egyiitthatok értéke és ho-
fokfliggése meghatarozhatd. Egyszertd modellek (pl. merevgémb modell) esetén
az egylitthatok értéke szamithato. Az egyiitthatok hémeérsékletfiiggsk: B, (T).
Kiilonos jelentGsége van a Bo(T) masodik viridlegyiitthatonak, mert ez az elsd
olyan tényezs, amelyik a tokéletes gaz viselkedéstol valo eltérést fejezi ki, és ezért
nem tul nagy stirtiségeken ennek befolyasa a legnagyobb.

A viridlegyenlet tetszés szerinti kitevsig kifejthets, és egyiithatoinak kiilonféle
alaka hofokfiiggésével lehet kisérletezni. A BWR egyenlet (Benedict-Webb-Rubin,
1940) még egy exponencialis taggal is kiegésziti a virialsort:

n—1
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BWR:

:E+BORT—A0—%+I)RT—@ ac C (l—l—l)exp( 7)

P="y V2 vs T ye T r2ys V2 T2

Ennek az empirikus egyenletnek 7 illesztendd paramétere van, ennek kovetkeztében
nagyobb sirtiségen, és polaros molekuldk esetén is jol illeszkedik a mért adatokhoz.

Merevgémb és merevtest alapa egyenletek

Nagy stirtiségt kozegek, folyadékok szinte Osszenyomhatatlanok, ezért ezekre jol
hasznéalhatd a merevgdmb modell. A Percus- Yevick allapotegyenlet:

6 { Go 3G1G2 3¢ (1 — C3)}
7T

PY (a):

1—C3+(1—C3)2+ (1-¢3)3

A Percus-Yevick modell egy mésik véaltozata szerint enyhén eltérs egyenlet kaphato:

D 6[ o 3C1C2 . 3¢5 ]

P
RT

PY (b): RT 7|1-G (1-GP (-Gp

A Carnahan-Starling allapotegyenlet:

p 6 Co 3¢1¢2 ¢3(3 - Cs)]
CS: — = — + +
RT 7 [1 -G (1-¢G)2 (1-¢)3
A fenti egyenletekben
"T 6V 6

Az egyenletek egyetlen anyagi paramétere a merev gomb o sugara.
Mas hasonl6 egyenletek is ismeretesek.

2.4. Tiszta anyagok para-folyadék megoszlasa

A nyomésra kifejezett, (2.5) alaku allapotegyenlet &ltal leirt modellbdl egyszerd
esetekben hamar eldonthets, hogy egy megadott [p,T] allapothoz tartozhat-e fazis-
megoszlas (2.4 abra). Ha ugyanis az adott 7' hémérsékleten csak egyetlen V valos
(képzetes részt nem tartalmazd) moltérfogat megoldashoz tartozik a megadott p
nyomés, akkor nincs moltérfogat szerinti fazisekiiloniilés.

Az un. kobos allapotegyenletek, vagyis azok, melyek nullara kifejezve V' szerint
harmadfoku polinom alakdak (ilyen pl. a van der Waals egyenlet is) tébbek kozott
azért népszertiek, mert adott 7" és p értékekhez analitikus képlettel meghatarozhaté
a harom V gyok. Ezek koziil egy mindig tiszta valés érték; a maradék ketts
pedig vagy két tjabb valos érték, vagy két konjugilt komplex érték. Tehat vagy
egyetlen valos gyok van, vagy harom. Az is el6fordulhat, hogy két vagy harom valos
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2.4. dbra. Kobos allapotegyenlet izotermajanak adott p-hez tartozo V-gyokei

gyok értéke megegyezik. Ekkor kevesebb valds gyok-értékrél beszélhetiink, de kissé
pongyolan ekkor is azt mondjuk, hogy kevesebb valds gyok van.

Ha csak egyetlen V' valés gyok van, akkor a modell szerint az adott 1" és p mel-
lett az anyag egyetlen homogén fazisban, [p,T',V] allapotban van jelen. Ha harom
(Vi < Vo < V3) vagy két (V4 < V3) kiillonb6z6 valos gyok van, akkor megvizsga-
lando, hogy az anyag szétvalik-e [p,T,V;] allapotu (folyadék) és [p,T',Vs] allapota
(para) fazisokra, és ha igen, akkor milyen ardnyban. A kobos allapotegyenlet
izotermainak alakja olyan, hogy csak a két széls6 moltérfogat-gyok tartozhat sta-
bil allapothoz, és természetesen a kisebb moltérfogati (nagyobb striiségl) fazis a
folyadékfazis. (Vigyazat: folyadék-szilard fazisegyensulynal ez nem sziikségszertien
van igy. Példaul a jég kisebb stirtiségi, mint a vele egyensulyt tarté viz.)

Hogy a két, [p,T,V4] és [|p,T,V3] allapotu hipotetikus fazis egyensulyt tart-e
egymassal, azt az (2.3) ill. (2.11) és (2.12) kritériumokkal, a (2.13) fugacitasi
egylitthato-szamitasi egyenlet felhasznéalasaval ellendrizhetjiik. A szamitas és el-
lendrzés tehat a kovetkezd lépésekbdl all:

VLO Algoritmus: Tiszta anyag para-folyadék megoszlasanak ellendrzése
Adott: T hémeérséklet és p nyomas
Keresett: fazisok szdma és V moltérfogata

1. Ha T > T, (a kritikus hémérséklet), akkor egyetlen, szuperkritikus ho-
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mogén fazis van jelen, és a szamitast befejezziik.
Ellenkez6 esetben:

. Adott p és T mellett szamitjuk az allapotegyegyenlet V' gyokeit. Kobos

egyenlet esetében vagy egyetlen V' valés gyokot kapunk, vagy a Vi < Vo <
V3 valos gyokoket, vagy esetleg csak a Vi < V3 valés gyokoket kapjuk.

. Ha egyetlen V valds gyok van, akkor nincs faziselkiiloniilés. Ha V' kisebb,

mint a kritikus V., akkor a homogén fazist folyadéknak, ellenkezs esetben
gaznak vagy paranak tekintjiik. A szamitéast befejezziik.
Ha tobb valés gyok van, akkor:

. A V; gyokot folyadék-moltérfogatnak, a Vi gyokot para moltérfogatnak

feltételezziik.

. A (2.13) egyenletnek az aktudlisan hasznalt allapotegyenlethez tartozo

alakjat felhasznalva szamitjuk a
Inpy <Ine (W1, T) (2.16a)

Inps < Ine (Vs,T) (2.16b)
hipotetikus folyadék- és para- fugacitési egyiitthaté logaritmusokat.

. Ha a két szamitott fugacitasi egyiitthato egy el6re elhatarozott hiba-

hataron beliil megegyezik, akkor a V; és Vi gyokoket az Gsszetartozo egyen-
sulyi folyadék és para moltérfogatainak elfogadjuk.

A fazisok ardnyat az adott p és T értékek onmagukban nem hatéaroz-
zdk meg. A fazisarany meghatarozasihoz ismerni kell a vizsgalt rendszer
valamely extenziv tulajdonsagat is, példaul a brutto moltérfogatot, vagy
entalpiat, vagy belss energiat. A szamitéast befejezziik.

Ha ellenben a két fugacitési egyiitthato kiilonbozik, akkor a modell szerint
az adott p és T mellett az anyag nem valik szét folyadék- és péra fazisra.
(A kapott moltérfogat-gyokok nincsenek egyenstlyban egyméssal.) Ha
w1 < 3, akkor a homogén fazist folyadéknak, ellenkez esetben gaznak
vagy paranak tekintjiik. A szamitast befejezziik.

65

Ha az allapotegyenlet nem kobos, akkor a moltérfogat-gyokoket altaldban nu-
merikusan kell meghatarozni.
A VLO Algoritmust 6nmagéban nem szoktuk alkalmazni. Rész-algoritmusként
szerepelhet a forraspont (vagy ami tiszta anyag esetében ugyanazt jelenti: a har-
matpont) meghatarozasaban. Adott p nyoméson a keresett T forrasponti (har-
matponti) hémérséklet a TO Algoritmussal hatarozhato meg:

TO Algoritmus: Tiszta anyag forrasponti hdmérsékletének meghatarozasa
Adott: p nyomas
Keresett: Tp forrasponti (harmatponti) hémérséklet

1.

Ha p > pc (a nyomaés a kritikusnal nagyobb), akkor nincs forraspont, a
szamitast befejezziik.

. Egy T < T¢ (kritikus hémérsékletnél kisebb) értékkel becsiiljiik a for-

rasponti hémérsékletet.
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3. Végrehajtjuk a VLO Algoritmust.

4. Ha a VLO Algoritmus egyenstlyi fazismegoszlast igazolt, akkor Tp < T
a szamitast befejezziik.

5. Ellenkezd esetben moédositjuk T értékét, és visszatériink a 3. pontra.

A TO0 Algoritmus nyitott kérdése az 5. pontban emlitett modosités. A kere-
sett gyok kozelében a (2.16a) és (2.16b) képletekkel szamitott fugacitasi egylitt-
hatok kiilonbsége vagy ardnya, ill. a logaritmusok kiilénbsége a T h&mérséklet
fliggvényében monoton valtozik, és ennek alapjan a legegyszeribb felezs eljaras
hasznalhato.

Keresehetjiik adott T hémeérséklet mellett a forrasponti (harmatponti) pg nyo-
mést is. Ekkor pp értékét becsiiljiik valamilyen p < pc értékkel, és p fliggvényében
ellendrizziik a fugacitasok egyenlGségét:

PO Algoritmus: Tiszta anyag tenziéjanak meghatarozasa
Adott: T hémérséklet
Keresett: pp forrasponti (harmatponti) nyomas

1. Ha T > T, akkor nincs forraspont, a szamitast befejezziik.

2. Egy p < pc értékkel becsiiljiik a forrasponti nyomaést.

3. Végrehajtjuk a TO Algoritmust.

4. Ha a TO Algoritmus egyensilyi fazismegoszlast igazolt, akkor pp < p;
a szamitast befejezziik.

5. Ellenkezd esetben moédositjuk p értékét, és visszatériink a 3. pontra.

A gyakorlatban a fenti szamitasokat ritkin alkalmazzak, mert tiszta anyagok es-
etében az egyensulyi forraspontgorbe, illetve tenzidgorbe (g6znyomasgorbe) egyval-
tozos fliggvénnyel kozelithets. A legismertebb ilyen kozelités a Clausius-Clapeyron
egyenletbdl némi modositassal szarmaztatott Antoine-sszefiiggés:

Antoine: Inp=A— B

ahol A, B és C az adott tiszta anyag mért tenzidgorbéjére illesztett allandok.

Ennek ellenére a fenti algoritmusok fontosak, mert elegyek esetében is ezekhez
hasonlo algoritmusokkal hatarozhatjuk meg a forrasponti (buborékponti) és har-
matponti h6mérsékletet ill. nyomést.

2.5. Elegyek formalis termodinamikija

2.5.1. Idealis elegyek

Redlis anyagok (nem tokéletes gazok) idealis elegyét azzal a tulajdonsaggal definidljuk,

hogy az egyes komponensek tokéletes gaz viselkedéstdl valo eltérését nem befolya-
solja a tobbi komponens méssiga. Ez azt jelenti, hogy adott N Osszes moleku-
laszam esetén az N; darab i-tipusd molekula viselkedése nem fiigg att6l, hogy a
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toébbi NV — N; darab molekula milyen tipust. Ennek kdvetkeztében adott moltér-
fogaton és hémérsékleten a komponens ugyanazt a (rész-)nyomaést és belsd energiat
mutatja, mint tiszta allapotban. Ennek megfelelGen a belsd energia és a nyomas a
tiszta komponensek szerinti értékek Osszege, illetve a belsd energia fajlagos értéke
a tiszta komponensek megfelel6 értékeinek moltort szerinti atlaga:

UV, T,y) =Y U7 (V,T)

YV, T, y) = Zyzpz (V.T)

ahol a fels6 © index a tiszta anyagra, mint elegyitési referenciadllapotra utal. Nem-
elektrolitok elegyeinél és nem nagyon kis oldékonysagok esetében ez legtébbszor a
tiszta anyagot jelenti, azonban abszorpcid és szilard anyagok, elsésorban elektroli-
tok oldatainak vizsgalatinal ez a referenciadllapot nem feltétleniil a tiszta anyag
(lasd: 2.5.4. és 2.5.5. alfejezet)!

Forditva, rogzitett nyoméas mellett a térfogatok 6sszegzddnek:

Vi (p,T,y) = Zy p.T

Az entrépidnak azonban még tokéletes gazelegyben is van elegyitési jaruléka.
Idealis elegyben az elegyitési jarulék ett6l nem térhet el, ezért idealis elegy en-
tropidja, szabadenergidja és szabadentalpidja igy adhaté meg:

Zd:iyiS;_Riyilnyi
:ZyiA?—FRTZyilnyi
Zzinf‘FRTZyilnyi

és mivel a szabadentalpia a kémiai potenciilok 6sszege, vagyis a molaris szabaden-
talpia a kémiai potencialok atlaga, idedlis elegyben a komponens kémiai potencialja:

i = pf + RT Iny;

ahol a tiszta komponens kémiai potencialjara a (2.9) Osszefiiggés szerint irhatjuk:

=G; = RTlnf—i
p*
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(A szamléaloban a tiszta komponens fugacitasa szerepel az aktuélis hofokon és ny-
omason.)
A komponensek idedlis elegyben érvényes fi? parcialis fugacitasat ezért
igy definidlhatjuk:
i fi Yif7

pid =RTIn~—=RTln=-+ RTIny; = RTn (2.17)
p p p

*
Ennek megfelelGen ideélis elegyben a parciilis fugacitas igy irhato:
Fit=vif? = yilp
Innen kévetkezik, hogy idealis elegyben a ¢i? parcialis fugacitasi egyiitthaté
megegyezik a tiszta anyag fugacitési egyiitthatojaval:

3 de f'o o
pt=tn Z Lo
Yip p
Tokéletes gazok idedlis elegyében, vagyis tokéletes gazelegyben a tiszta kom-
ponens fugacitasa helyett a nyomas all, és ekkor a fugacitési egyiitthatd értéke

egységnyi:

0,id

fo = yip

O,d _  O,0 __
Py = Y, = 1

2.5.2. Nemelektrolitok reilis elegyei

A komponens kémiai potencialjat redlis elegyben is a (2.17) szerinti:

i = RTlnii (2.18)
p

alakban irjuk fol, de most az ‘¢ fels6 index elmaradésa jelzi, hogy a realis elegy-
ben érvényes f; parcialis fugacitast alkalmazzuk (ez f; definicioja). A p* ny-
omas mindig az aktuélis referencianyomés (ez akar az aktuélis nyomaés is lehet). A
gyakorlat szempontjabol 1ényeges kérdés, hogy a p—V-T—y adatokbol milyen mod-
ellel kapunk parcialis fugacitast, mint a felsorolt valtozok fiiggvényét. A (2.18)
Osszefiiggés altal definialt parcialis fugacitast két eltérd aton is szarmaztathatjuk:

1. A‘ tiszta anyag ¢; fugacitasi egyiitthatdja és az idedlis elegyben érvényes
ol fugacitési egyiitthato helyett bevezetjiik a realis elegyben érvényes (;
parcialis fugacitasi egyiitthatot:

Ji = yipip
A redlis elegyben érvényes f; parciélis fugacitas (kozvetetten tehat a kémiai

potencial) szamitasadhoz jo kiinduladsi pont, vagy az elegyitéssel jaré hata-
sok szamitasanak jo referencia-pontja lehetne az idedlis elegyben szamitott
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parciélis fugacitas, fi?. (Az aktivitasi egyiitthato modszer, lasd alabb, ezt
ki is hasznalja.) A ; parcialis fugacitasi egylitthatoé bevezetésével azonban
megsziinik a hivatkozas az ideélis elegyre mint alkalmas referencia-pontra, és
helyette a tokéletes gdzhoz viszonyitunk.

A parcialis fugacitasi egyiitthatonak nem csak a térfogat és hémérséklet,
hanem az Oszetétel hatasat is figyelembe kell vennie (éppen ezért vezetjik
be). A parcialis fugacitasi egyiitthato szamitasadhoz olyan allapotegyenletre
van sziikség, amiben az Osszetétel is valtozoként szerepel:

p=p(V,T,y)

A (2.14) Osszefiiggessel analog kifejezés a kovetkezs:

1 (M) - 1] dv—1nZ (2.19)
T,(nv),n;

14
lnspi (V7 Tay) = _/ ﬁ on.: v

o0

ahol a moltortek helyébe a definicié szerinti

oong oy

Yi= <=
> n;
iz

kifejezést helyettesitjiik. A differencidlas kézben nem a v moltérfogatot,
hanem az nv ossztérfogatot kell allando értéken tartani, ahol most v az inte-
gralasi valtozot jelenti.

A fugacitasi egyiitthato alkalmazhatosaga azon mulik, hogy milyen &allapot-
egyenletet, mint modellt tudunk alkotni. Az egyenletek alakjat altalaban
az Osszetételtsl fiiggetlen meggondolasok alapjan alkotjak meg, és néhany
kivételtsl (mint pl. a merevgdmb allapotegyenletektdl) eltekintve semmilyen
Gtmutatast nem kapunk beldliik az sszetételi fiiggésre nézve. Altalanosan,
bar nem kizarélagosan alkalmazott szemlélet szerint ezért az egyenletek alakjat
valtozatlanul hagyva a modell paramétereinek Ssszetételfliggését vezetjiik be.
Vagyis, ha a tiszta anyag allapotegyenlete az a, b, ¢, ...sth. illesztendé
paramétereket tartalmazza, alakja tehat valojaban

p=p(V,T;a,b,c,...) (2.20)
akkor az a, b, ¢, ...sth. paramétereket tekintjiik Gsszetételfiiggének:

a=ualy), b=0by), c=c(y), stb. (2.21)

Ezen fliggvények alakjat kozelitGen becsiilni lehet, s6t, bizonyos anyagparok
és nem tul sdrd gazok esetében értékét a tiszta anyagok megfelels a, b, ¢,
...stb. illesztendd paraméterei alapjan kozelitGen szamitani is lehet. A (2.20)
és (2.21) képletekkel jellemzett szemlélet lényegében az adott y Osszetételhez
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rendeli az a, b, ¢, ...sth. paraméterek aktualis értékét, és ezzel egy fiktiv
tiszta anyagot rendel az y Osszetételhez, melynek sajat, (2.20) alaku allapot-
egyenlete van. Ezért a fenti szemléletmodot ill. kezelésmodot egyfolyadék-
modellnek vagy konformis oldat modellnek is nevezziik.

2. Az idealitastol valo eltérés meértékéiil bevezetjik a ; aktivitasi egyiit-
thatot: _
fi =2l = viyi f? (2.22)

Kozvetleniil lathatd, hogy az aktivitasi egyiitthat6é a redlis anyagok ideélis
elegyétsl vald eltérést fejezi ki. Ennek megfelelGen, altalanosan alkalma-
zott szemlélet szerint a ~y; aktivitasi egylitthato feladata csak az Gsszetétel
hatasanak leirasa, és nem kell szdmot adnia a p—V-T 0Osszefiiggésrol, pon-
tosabban a térfogatvaltozasnak az elegy tulajdonsagaira gyakorolt hatasarél.
Ez olyan egyszertsités, ami elsGsorban a kis térfogatvaltozasokat felmutatod
folyadékelegyek (és ritkibban: szilard elegyek) leirasara alkalmas.

A hémeérséklet hatasat nem lehet elhanyagolni, de mivel tapasztalat szerint
az aktivitasi egyiitthato alacsony nyoméasokon vagy nem til széles nyomastar-
tomanyban viszonylag kicsiny nyomasfiiggést mutat, az aktivitasi egyiitthato
modellek csak az Gsszetétel és a hémeérséklet hatasat fejezik ki:

ahol a gaz ill. para allapottol valé megkiilonboztetésiil a folyadékbeli moltorteket

x-szel jeloltiik, és késGbb is ezt a jelolést alkalmazzuk.

Az aktivitasi egyiitthaté modellek az elegyitési tobblet-szabadentalpia
APG=G-G"=G-) G —RTY a;lnmz;
i=1 i=1

modelljeibél vezethetdk le, ahol az ¥ felsé index az excess (tobblet) szora
utal.

A parcialis fugacitasi egytitthato és az aktivitasi egylitthatd ugyanazon parciélis
fugacitas lefrasara szolgal, és értékiik nem fiiggetlen:

vivifi = fi = yipip

Alkalmas allapotegyenletbdl tehat aktivitasi egyiitthatot lehet szamolni, illetve al-
kalmas aktivitasi egyiitthatdo modellbdl és a tiszta komponens fugacitdsanak alka-
lmas modelljébdl parcidlis fugacitast lehet szamolni.

A vizsgalt komponens aktivitdsanak nevezik a parcialis fugacitas és a referenci-
aallapot (legtobbszor tiszta anyag) fugacitasanak hanyadosat:

_fi

a; =
i fio
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ami kifejezhetd, mint az aktivitasi egyilitthato és a moltort szorzata:
a; = YiZsq
A kémiai potencial ezzel igy is irhato:

i = p; + RTIna;

2.5.3. Az aktivitasi egyiitthat6 kozelitésének korrekcioi

Amikor a folyadékelegyben valamely komponens fugacitasat aktivitasi egyiitthato-
val fejezziik ki, akkor altaldban kétféle elhanyagolast alkalmazunk:

1. Az aktivitasi egyiitthato modellek (2.23) alakja miatt a modellek nem fejezik
ki az egyiitthato nyomasfiiggését. Ehelyett a modell paramétereit valamilyen
pael referencia-nyomason (pl. atmoszférikus nyoméson) hatérozzuk meg, és
az aktivitasi egyiitthatot csakis ezen a nyomason szamitjuk. Eltéré aktuéalis
nyomés esetében a p®¢/ referencia-nyomason szamitott

flL (T, parel, :c) = (T, x) xlfzoL (T, paref) (2.24)
fugacitast szamitjuk at az aktudlis nyomasra:

(T, p,x) = fF (T, p* ) x) € (2.25)

ahol a & korrekcio elvben az aldbbi integrallal szamithato:

’ vEi(r
In¢ = / %dw (2.26)

aref

p

A £ korrekei6 szamitashoz allapotegyenletre lenne sziikség, ehelyett azonban
kozelitést alkalmazunk, lasd alabb.

2. Mivel az aktivitasi egyiitthaté modszerét folyadékok esetében alkalmazzuk, a
tiszta komponens fugacitasat célszerd elGszor a rendszer hémérsékletén és a
tiszta komponens egyensulyi géznyomasanak (tenziojanak) megfelel6 nyoméa-
son szadmitani, majd ezt az értéket atszamitani az (2.24) - (2.26) Osszefiig-
gésekben alkalmazott p"¢f referencia-nyomasra. Az adott T hémeérséklet-
nél mérhets pY egyensiilyi géznyomason ugyanis a tiszta folyadék éppen
egyensulyban van parajaval, és igy a para fugacitésat helyettesithetjiik be:

FEETp3 (1) = £V (105 (1)) = 7Y (T3 (1)) w3 (1)

FE(T,prmet) = nfot (T, p5 (1))
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ahol az n korrekci6 elvben az alabbi integrallal szamithato:

aref
veLl(T
Inn = / %dﬂ' (2.27)
Py

Az atszamitashoz dllapotegyenletre lenne sziikség, azonban ehelyett is koze-
litést alkalmazunk.

A (2.26) In¢ és a (2.27) Inn Gsszefiiggésekben szerepld térfogatokat folyadékal-
lapotban kozelitGen allandénak tekinthetjiik, és igy az integralas elvégezhets. Tovabbi
kozelitéskeént feltehetjiik, hogy a (2.26) dsszefiiggésben szerepls VI elegybeli par-
cialis molaris térfogat nem nagyon kiilonbozik a tiszta anyag (2.27) osszefiiggésében
szerepls V,°F moltérfogatatol, igy az Iné képletébe is a tiszta anyag V,°F moltér-
fogatat helyettesithetjiik. Ezzel kapjuk a két korrekcié Gsszevont kozelité alakjat,
melyet megalkotdjarol Poynting-korrekciéonak hivunk:

P

Vb (Tom p—p(T)VeH(Tp
lnngx/ R(T )dwz( (1)%)T ( )
D5

(p—p7) VoH (T, p)

InP = AT

Ezzel a realis folyadékelegybeli komponens parciélis fugacitasa:
ff/(jzpuaﬁ QﬁWi(jxin)xiw§7vrcrup$(jv)zﬁ Cr)73 (2'283)

vagy roviden:

1~ yiaipips P (2.28b)

A Poynting-korrekcioban alkalmazott elhanyagolas korrekcioja maga is egy ko-
rrekcié korrekcidja lenne, ezért hasznalhato a kozelités. A referencianyomaés a
(2.28a)-(2.28b) Osszefiiggésben nem szerepel, mert integralaskor kiesett. Ezért
szdmolni nem kell vele, hanem csak az aktudlis nyomassal és a vizsgalt kompo-
nens tenzidjaval. A péra fugacitasi egylitthatoja az aktualis hmérsékleten és a
megfelel§ tenzié nyomasan értendd, és értéke alacsony nyomasokon (kozel tokéletes
géz viselkedés mellett, nemasszocialo g6zok esetében) elhanyagolhato, egységnyinek
vehets. A gyakorlatban kb. 5 bar nyomads alatt és nemasszocidlé péara esetében
szoktuk értékét elhanyagolni. A tenzidé a h&mérséklet fiiggvénye. A Poynting-
korrekcié akkor hanyagolhato el, ha nem tiul nagy az aktualis nyomés és a tenzid
kozti kiilonbség. Kis nyoméasokon a kiilonbség is kicsi. Kozonséges hémérsékleteken
RT viszonylag nagy érték, a V° folyadékmoltérfogat pedig kicsi. A Poynting-
korrekci6 alkalmazasara kis nyoméasokon, kozonséges komponensek esetében ritkan
van sziikség.
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2.5.4. Az aszimmetrikus aktivitasi konvenci6é. Henry-allandé

Folyadékelegyben a komponens parcialis fugacitasanak (2.28b) egyenlet szerinti
szamitasahoz ismerni kell a tiszta komponens p; egyensilyi géznyomésat a hGmérsék-
let fliggvényében. Ez a géznyomas (tenziod) csak a kritikus hémeérséklet alatt létezik,
mivel tiszta anyag csak a kritikus hémérséklet alatt oszlik meg folyadékra és parara
(g6zre). Elegyek esetében azonban eléfordul, hogy parajaval egyensulyt tarto folyadék-
ban olyan komponensek is vannak, melyeknek kritikus hémérséklete alacsonyabb az
aktualis hémeérsékletnél (nemkondenzal6dé gazok). Tipikusan ilyen eset a kritikus
hémeérséklet feletti gazok oldédéasa folyadékban, példaul a levegs alkotorészei is igy
oldédnak a vizben légkori nyoméson és hémérsékleten.

Ilyen esetekben nem célszer a nemkondenzalédé komponens reilis elegybeli
tulajdonsagait a tiszta komponens tulajdonsagaitél valo eltérésként szamitani, mert
a tiszta komponens nem létezik folyadékallapotban. Ehelyett hasznalhaté az a
moédszer, hogy az ellenkezs véglethez, a komponens jelen-nem-létének allapotahoz
viszonyitunk. Ezt az &allapotot célszerd hatarértékként, az in. végtelen higitas
allapotanak tekinteni. Mig tehat az aktivitasi egylitthato (2.22) egyenlet szerinti
definicidja (n. szimmetrikus konvencio) esetében az egyiitthato a tiszta folyadék
esetének hatarértékében veszi fol az egységnyi értéket:

mhgll v =1 (2.29)

addig az Gn. aszimmetrikus konvencié esetében a végtelen higitasi hataresetben
lesz értéke egységnyi:
lim 4; =1 (2.30)
Ii—)o

Ez egyben azt jelenti, hogy a fels6 © indexszel jelzett referencia-dllapot helyett a
fels6 *° indexd f végtelen higitasa elegyitési referencia-allapotot vezetjiik be.

Mivel ezt a konvenciét éppen hig oldatok leirasara alkalmazzak, az aktivitasi
egyiitthato értéke legtobbszor egységnyinek vehetd.

A nemkondenzalddo gazok folyadékbeli oldodéasanak leirdsakor ff’L helyett f;° L
-t hasznalunk, amit hagyomanyosan a H; -vel jelolink. Ez a H; a (hdmérséklet-
és kismértékben Osszetétel-fiiggs) Henry-"allando", amit az alabbi hatarértékkel
definidlunk: s s

L . .
[0 =H, = lim = = lim
x;—0 Yili z;—0 I;

A Henry-"allando" Osszetétel-fiiggése nem azt jelenti, hogy a vizsgalt kom-
ponens (tobnyire nagyon kicsi) koncentraciojatol, hanem hogy a kondenzal6dé
komponensek (vagyis az oldoszer-komponensek) molardnyaitol fligg, ha egyszerre
tobb olddszer-komponens van jelen. Ugyanigy, ahogy a szimmetrikus konvencié es-
ismert a nyomasfiiggés alakja, ezért a Henry-"allandot" valamilyen p® ¢ referencia-
nyoméson lehetne els6 kozelitésben meghatarozni. A parcialis fugacitas tehat leg-
egyszeriibben a p® ¢/ referencianyomason irhaté fol:

sz (paref) =,z H; (paref) (2.31)
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A Henry-"alland6t" azonban adott hdmérsékleten mérjiik, ami egyben meghatérozza
a kondenzal6dé j komponensek tenzidjanak megfelel6 egylittes parcialis
nyomast, tehat a Henry-"4allandot" ezen a nyomason ismerjiik:

H; (T) = H; (p%;)
ahol
py; (T)= > aps(T)
Vj:kond.

(j az 6sszes kondenzalédé komponens indexén fut végig.) A nemkondenzilodo gaz
kis koncentracidja ellenére nagy tenziot képviselhet a folyadékelegy folotti térben,
vagyis a py, tenzi6 nagymértékben eltérhet a rendszer nyomaésatol. Ezért a T
hdmérsékleten mért vagy szamolt Henry-"allandot" a pg; tenziorol at kell szamitani

a (2.31) egyenletben szerepls p? ¢/ referencia-nyomasra:

aref
L aref 2 ‘/;OO
In f (p**') =In%; + Inz; + n H; (T) + RTdW
p@j

Az integral alatt a nemkondenzalodd komponens végtelen higitasi hatareset-
ben kapott parcialis moltérfogata szerepel. Az aktuélis nyomaésra a szokott moédon
szamithatjuk at a parcialis fugacitast, és az integralok Gsszevonasaval a kovetkezs
eredményre jutunk:

oo

lnff(p)zln%+1nxi+1nHi(T)+/‘;wa

(e}
Py

A pref referencia-nyomas most sem szerepel az Osszefiiggésben. A nemkonden-
z4lodo gazkomponens koncentrécidja altalaban nagyon kicsi, és (2.30) értelmében
az aktivitasi egyiitthato értéke egységnyinek vehets. A végtelen higitasban vett
parcialis moltérfogat konstanssal kozelithets. Igy vegiil:

o)

InfF (p) ~Inz; +In H; (T) + T

ahol az utols6 tag az aszimmetrikus konvencionak megfelelés Poynting-korrekcio.

2.5.5. Elektrolit-oldatok. Ozmotikus tényezé.

Az elektrolit oldatoknak, a gyakorlatban elsGsorban elektrolitok vizes oldatainak

fejezik ki:

ng
m; = ——
anW
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ahol a y index az oldoszerre, altalaban a vizre (water, Wasser) utal, és My az
olddszer molekulasulya kg/mol egységben. Vagyis a molalitds dimenzi6ja: (mol
oldott anyag)/(kg oldészer). A kémiai potencialban

Wi = N:ej + RT1In a;
most az aktivitést
S (2.32)

alakban fejezziik ki, ahol a fels6 hullamvonés jelzi, hogy az aktivitas molalitashoz,
és nem moltorthoz tartozik. Az oldott komponens kémiai potencidljanak referen-
ciadllapota nem a tiszta anyag (ami legtobbszor nem létezik az adott hofokon és
nyomaéson), hanem a végtelen higitasu allapot:

WBQO Fi=1 (2.33)
Ennek megfelelGen az idedlis elegyben érvényes aktivitas igy fejezhetd ki:
pi = p$° + RT Inmy,

ahol a fels6é *° index a végtelen higitasa oldat allapotara utal.

Az oldészernek nincs molalitdsa, mert az a definicié szerint allando, 1/My,
lenne. Ezért az oldoszer aktivitasat a (2.29), moltérthoz kotott szimmetrikus kon-
vencidval definidlhatjuk, vagyis

i = iy + RT Inaw

1 — h logaritmusa |h| < 1 esetében jol kozelitheté —h-val:

Inzwy =In 1—2@ %—in [=-01—2zw)]
i#W iAW
ezért kis koncentracidk esetében az oldoszer idedlis elegybeli kémiai potencidlja igy
irhato: ‘
u%:u%—RT(l—xw):u%—RTin
i#=W

Kis koncentraciok esetében kozelitSen, a végtelen higitas hataresetében pedig

egzaktul igaz az alabbi egyenlGség:

2

T, =
nw

ezért a nagyon (végteleniil) hig idealis elektrolit-oldatban az olddszer kémiai poten-
cialjat

- 1
d
ﬂlW:/L%/—RTW > i
W
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alakban, az ilyen oldat szabadentalpidjat pedig a molszamok fliggvényében a kovetkezs
alakban lehet felirni:

; 1 n;
id __ o - . . oo 1
g =nw |ty RTn E n; | + E [nz (uz + RT'In - )}
i#=W i#=W

Azt a tényt, hogy az aktuélis oldat sem nem végteleniil hig, sem nem idedlis,
az oldott komponensek esetében a (2.32) és (2.33) Osszefliggésekkel definialt, mo-
lalitashoz kapcsolt (fels6 hullamvonallal megkiilonboztetett) aktivitasi egyiitthato,
az oldoszer esetében pedig hagyomanyosan egy tn. ¢ ozmotikus tényezd fejezi
ki:

‘M = p;° + RT In (%;m;)

(o)
HWw = Uy Zn E n
i#=W

o ¢ Yini
. —RT— > n; Y [ni | 1° + RT1 P
g ="Nw | Hw oW ni| + ng | By + n

n
=W =W waEw

Az elegyitési tobblet-szabadentalpia modellek alapjan a fenti aktivitasi egytitt-
hato és ozmotikus tényez6 hémérséklet- és Gsszetételfiiggését lehet meghatarozni.

2.6. Elegyek allapotegyenletei

Merevgémb elegyek

Merev gombok esetén az egyenletek kiilonb6z6 atmérdji gomboket tartalmazo el-
egyekre is levezethet6k. Csak az egyenletekben szerepld ( kifejezések valtoznak
meg:

T ol

i =T o
Cn—g i W—6Z(Ull’z)

K2

Konformis oldatok, elegyparaméterek

Konformis oldatokrol beszéliink, ha az adott Gsszetételd elegy viselkedése jol leirhato
ugyanolyan alaku allapotegyenlettel, mint komponenseinek viselkedése. Ez nyilvan
akkor lehetséges, ha a komponensek viselkedése is leirhat6 egyforma alakd allapot-
egyenlettel. Ez konkrétan azt jelenti, hogy ha az egyes ¢ komponensek allapote-
gyenletében az a;, b;, c;, stb. paraméterek szerepelnek, akkor megadhatok az elegy
allapotegyenletében érvényes a, b, ¢, stb., tn. elegyparaméterek az Osszetétel fiig-
gvényében. Az elegyparaméterek Osszetételfiiggését leird egyenleteket elegyitési
szabaly-nak nevezik.
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Ez a kozelités varhatéan akkor alkalmazhaté, ha az egyes komponensek kozti
kolcsonhatasok (beleértve az azonos és kilonb6z6 fajtaju molekulak kozti koleson-
hatasokat is) nem nagyon kiilonb6znek egyméastol, vagyis az elegy viselkedése nem
nagyon tér el az ideélis elegy viselkedést6l.

A kobos egyenletek b paramétere merev gombre jellemz, térfogat-dimenzidja
parameéter, ezért jol alkalmazhato a szamtani atlag, van der Waals javaslata szerint:

b= Zszbz (234)

Ha azonban a molekuldk mégsem viselkednek merev gémbkeént, és 6sszenyomhatosaguk
parfiiggd, akkor paronkénti b;; paramétereket kell bevezetni, pl. igy:

b=)_> wiwiby
(2
A kobos egyenletek a paraméterére ugyancsak van der Waals a kdvetkezd sz-

abalyt javasolta:

a = Z Z TiT 55 (235)
i J

ahol az a;; paronkénti vonzasi paraméterek szerepelnek.

Kozel idedlis elegyekben a vegyes indextii (tn. kereszt-) paraméterek a tiszta
anyagok paramétereibsl becsiilhetSk (tn. keverési szabalyok). A becslésre is
kiilonféle javaslatok meriiltek fel. Igy pl. a b paraméter becslésére alkalmazhatjuk
a négyzetes vagy kobos atlagot:

. (M)
1) 2

2

vagy hasonlo kozelitést. Szamtani atlagot alkalmazva a (2.34) Gsszefiiggéshez ju-
tunk.
Az a paraméter szokasos becslése:

Qi = a;a;

(bar itt is lehetne mast alkalmazni). Ha az elegy viselkedése ett6l enyhén eltér,
akkor a kereszthatasokat egy k;; , in. kdlcsénhatdsi paraméterrel lehet figyelembe
venni:

ayy = (1 — ki) Jara (2.36)

Ezt a kolcsonhatéasi paramétert az elegy mért adataihoz kell illeszteni.
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Elegyek fazisegyensulyainak szamitasanal kiilondsen fontos az Osszetétel hatasa.
Ezért a kolesonhatési paraméter Osszetételfiiggésére kiilonféle kozelitésekkel probalkoz-
tak. Ilyenek pl:

kij = kij +m(zi — ;)
kij = LL‘th + !Ejhji
kz — k i i A St
j + ni;(x; + ;vj)hijxi Ty
Az utobbi egyenlet alkalmasnak bizonyult arra, hogy biner kolcsénhatasi paraméterekkel
megjoésolja terner rendszer para-folyadék egyensilyi viselkedését.

Ugyancsak a koncentraciofiiggés leirasat célozza az dn. lokalis koncentracidk

alkalmazasa az (2.35) Osszefiiggés modositasaval:

a = E E TiWji Qg
i

A kiilonféle elGallitasa elegyparaméterekhez természetesen kiilonféle szabaden-
talpia- és fugacitasi Osszefliggések tartoznak. Példaul ha az eredeti (2.15) vdW
allapotegyenletben a (2.34) és (2.36) szabalyokat alkalmazzuk, akkor a parcialis
fugacitasi egyiitthatora az alabbi alakot kapjuk:

V—b b; 2,/a;
lngol——ln(Z v )-i— — VRTZ — kij) /4]

A viridlegyenlet is felirhaté tobbvaltozos alakban, azonban egyszertibb a kon-
formis oldatok elmélete szerint kozos elegyparamétereket elGallitani. A mésodik
viridlegytitthato a (2.35) egyenlet mintajara adhato meg:

T) = Z Z I»L'.IjBQ)ij (T)

2.7. Elegyitési tobblet modellek

Az elegyitési tobblet és az aktivitasi egyiitthato k6zott az alabbi Gsszefiiggés teremt
kapcsolatot:

RTIn~y,; = ( 3
ng

nAFG )
T,p,N
Altalanos elképzelés szerint els6 kézelitésben a stirtiségfiiggés elhanyagolhato,
mivel a folyadékok stirtisége a nyomassal és a h6mérséklettel sokkal kevésbé valtozik,
mint a gazoké. Az elegyitési szabadentalpia-tobblet ekkor kézelitGen megegyezik
az elegyitési szabadenergia-tobblettel. Mindketts az elegyitési hével és az elegyet
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alkoto komponensek térbeli elrendez&désével hozhatd kapcsolatba. Az elegyitési hG
annak kovetkeztében lép fol, hogy az egyes molekulak a siri kézegben nem csak
az azonos, hanem a kiilonbo6z6 tipust molekulakkal is kdlcsonhatasba lépnek, és a
kolcsonhatés energidja kiilonbozik. A térbeli elrendezddés azt jelenti, hogy bar a
molekuldk egyiittesen homogén moédon toltik ki a rendelkezésre 4ll6 teret, az egyes
molekulafajtak egymas koriili stirtisége eltérs lehet. Egy-egy molekulafajta koriil a
molekulak fajta szerinti eloszlasa elvben lehet tokéletesen egyenletes (teljesen, azaz
tokéletesen rendezetlen), vagy lehet ett6l kiillonbo6z6 (részben vagy "tokéletesen"
rendezett). Tokeéletes rendezettség folyadékok esetében nem valosulhat meg.

2.7.1. Empirikus sorfejtések

Az egyik szemlélet szerint az elegyitési szabadentalpia-tobbletet a ¢; un. effektiv
moltérfogatok aranyai hatarozzak meg. Az "effektiv moltérfogat" a koordinécios
szammal aranyos mennyiség, a molekula méretével ng, de nem feltétleniil ardnyos
vele. Ezekbdl az effektiv moltérfogatokbdl a moltortekkel valé stulyozassal kapjuk
a @, un. effektiv térfogattorteket:

Tigi
(I)i =
> Tiq;
J
Wohl (1946) szerint ezekkel a tobblet sorfejtésként irhato:
AFG
- ij ijk

ahol az effektiv térfogattortek mellett a két, harom, stb. indexii a kdlcsénhatasi
paraméterek illesztend6k a mérési adatokhoz. Ha megallunk a haromindexi tagoknal,
akkor biner elegyre az egyenlet alakja:

AFG
T (qaza + qprR)(2Pa®paap + 304 Ppasap + 3Pad%aapR)
vagyis a konstansok (paraméterek) transzformaciojaval:
AFG
RT = AAB‘I>23$A + ABA(I)?L‘(EB

Az effektiv térfogatok ardnyat becsiilni lehet. Ha a ¢p/ ga hanyadost az
Apa/Aap hanyadossal kozelitjikk (helyettesitjiik), akkor a (2.38) wan Laar for-
mulat kapjuk vissza. Ha a gg/g4 hanyadost a tiszta folyadékok valodi Vi /Va tér-
fogathanyadosaval kozelitjiik (helyettesitjiik), akkor a Scatchard-Hammer formulat
kapjuk (1935):

Inys =0% {AAB +2P 4y <ABAZ_j - AAB)]

Inyp =% [ABA +2dp (AABS—Q - ABA)]
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Ha a ¢p/qa hanyadost 1-gyel kozelitjiik (helyettesitjiik), akkor a Margules for-
mulat kapjuk (1895):

Inya =2% [Aap + 224 (Apa — Aap)]
Margules:

Inyp =2% [Apa + 22 (Aap — Apa)]

Tobbindext tagok figyelembe vételével t6bb paramétert tartalmazoé egyenletekhez
juthatunk.

A fentiekkel szemben Guggenheim nyoman Redlich és Kister (1948, 1952) min-
denféle fizikai megfontolas nélkiil, matematikai sort ir fel, és annak paramétereit
illeszti a mérési adatokhoz. Biner elegyre:

AEG
RT

=xa2p |Aap + Bap(xa —2p) + Cap (x4 —x3)2+DAB (x4 _$3)3 +}

(2.37)
Tobbkomponensi elegyekre hasonld, de joval tobb illesztendd paramétert tartal-
mazb képlet irhato fol.

2.7.2. Szarmaztatas allapotegyenletbél

Van Laar szerint az elegyitési tobblet-energia van der Waals (2.15) éallapotegyen-
letének felhasznalasaval egyszerisitésekkel meghatéarozhatd (lasd: Benedek—Olti,
1985), aminek alapjan az aktivitasi egyiitthatok kifejezése:

A 2
Inya = ABTR .
(eatan)
——xaA+2IB
Apa
van Laar: (2.38)
Apaz?
Invp = ]f: . 2
(:cA + —Aj;: ;CB)

Ez a formula (modell) nagyon durva feltevéseken alapul. A modell Aap és Apa
parameétereit nem érdemes szamitani, hanem célszerd inkabb az elegy para-folyadék
mérési adataihoz illeszteni. Ekkor sok esetben jé illeszkedést kapunk, és a modell
alkalmas egyensilyok becslésére interpolacioval.

2.7.3. Racsmodellek

A folyadékok szerkezete nagy strtségiik kovetkeztében hasonlit a szilard krista-
lyok racsszerkezetére, amennyiben bizonyos fokd, elsGsorban rovid tavolsagon beliil
megnyilvanuld rendezettség észlelhets. A folyadékok ugyan a gézokra is hason-
litanak, amennyiben a rendezettség hosszi tavon elmosédik, és a molekulak al-
landéan és gyorsan valtoztatjak kolcsonos helyzetiiket, azonban mégis érdemesnek
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latszik megkisérelni a kolcsonds rendezettség leirdsat tgy, mintha a folyadék is
kristalyos szerkezetd lenne. Eszerint a molekuldk tavolsaga egy bizonyos racshossz
egész szamu tobbszorése. A racsmodellekben azt a lényeges elhanyagolast is alka-
lmazzuk, hogy csak a kdzvetleniil szomszédos molekuldk kozti kdlcsonhatast vessziik
figyelembe, vagy a tavolabbiakkal valé kolcsonhatést is ezekbe foglalva vessziik
figyelembe. A racsmodellen beliil valtozhat az egyes molekuldk szomszédjainak
szama, az in. koordinaciészam, ezen beliill pedig az egyes kiilonféle molekulak
ardanya. A modell szerint az egyes molekuldk belsé allapota fiiggetlen a szomszéd
molekulak fajtajatol, ezért a szabadentalpia valtozésa pusztan a szomszéd-parok
atrendezbdésének, igy a parenergia-fajtédk eltérd szamanak kovetkezménye.

Azonos méreti molekulak elegye

A legegyszeriibb esetben azonos méret molekulak alkotnak k6zos racsot, tgy, hogy
a tiszta folyadékokban és az elegyben azonos a koordinacidészam. A térbeli racsot
sikban érzékelteti a 2.5 abra. Az dbra négyzetes sikracsot mutat, ahol a koordiné-
cios szdm z = 4. (Az atlos iranyu szomszédokat nem szamitjuk.)

—0—0—0—0—0—

—0—A-A-B-o—
RS
—e-B-A-A-o—
N R

2.5. abra. Négyzetes sikracs, A és B komponensekkel

Ha (az egyszertiség kedvéért biner) folyadékot N4 A-tipust és Np B-tipusi
molekula alkotja, akkor a molekulék elhelyezkedése egyértelmten megadja a parok
Naa, Npp, Nap szamét is, és paronként 0sszegezhetSk az egyes szomszédok w4,
uBB, és uap kolcsonhatasi energiai, vagyis meghatarozhaté a racs energija.

Tokéletes rendezetlenség esete (Guggenheim-téle nulladik kozelités). E
modellnél feltételezziik, hogy a molekuldk kolesonds elhelyezkedése fiiggetlen a
koztik felleps parenergiak értékétsl (Guggenheim, 1952). Ez nyilvan nem lehet
igaz, ha a parenergidk kiilonbozdk, tehat csak akkor elfogadhaté kozelités, ha a
parenergiak kozti kiilonbség kicsi (kozel ideélis elegy). A modell szerint a rac-
spontok betdltésének valosziniisége fiiggetlen a molekula fajtajatol, de annak va-
loszintisége, hogy egy racspontot A tipust molekula foglal el, nyilvian aranyos az
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A-molekulak szaméval. Az elegyitési tobblet:
AEG~Wzazp (2.39)

Ennek alapjan az aktivitasi egyiitthato:

e Wa%
YA =€xp RT

e W%
7B = €Xp RT

Ez a legegyszeribb, kombinatorikus elméleti modellel megalapozott aktivitasi egytitt-
hat6 formula. A (2.39) Gsszefliggés egyben értelmezi a (2.37) Redlich-Kister sorfej-
tés els6 tagjanak egyiitthatojat.

Nem tokeéletes rendezetlenség, kvazikémiai modell (Guggenheim-féle elsé
kozelités). A rendezettség-rendezetlenség mértékéil definialhatunk egy x paramétert:

NaNp

Nty = g———
AB =R AN T Ng
Nip(Na + Np)

T NANG

A kvézikémiai modell szerint (Guggenheim, 1952) a molekulaparok egymas
mellé keriilése a vegyes molekuldk képz§désével analog jelenség, és ezért felirhato a
tomeghatas térvénye (a kvazi "kémiai" egyensulyi allando):

N3g . ( 2w )
= eX B
(:Na — Nap)(zNg — Nag) P\ ZRT

Biner elegy esetén az N 4 p-ben masodfoku egyismeretlenes egyenlet analitikusan
megoldhato (Nap kifejezhets):

1/2
2 2w
—-=1 1+4 -1 —

és innen az elegyitési tobblet:

1-— 1-—
ARG ~ RTZ ( L R, 17>
2 TA T B

z. 1—kKxp

Inyy =—=ln———
2 T A
z. 1—kKxp

Inyg =—In———
2 B

Toébbkomponensi elegyek esetén a kvazikémiai egyensily egyenletébdl a parok
nem fejezhetsk ki analitikusan, hanem ott numerikusan kell gyokot keresni.
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Kiil6nb6z6 méretid molekulak elegye

A molekulakat tobb, hasonlé vagy kiilonbo6z6 jellegi, de azonos méreti alkotorészbdl,
un. szegmensekbd@l allé Osszetett objektumoknak tekintjiik. Példaul nagyjaboél
azonos méret és hasonlo részekbdl all a (hatszegmenst) n-hexan, ha a végponti
CH3 csoportok és a kdzbensé CHs csoportok kozti kiilonbségtdl eltekintiink. Kiilon-
b6z6 részekbdl all viszont pl. a (haromszegmensti) 2-propanon (dimetil-keton vagy
aceton), amiben két CHjs és egy CO csoport talalhato. A racsmodell szerint a
molekulak egyenlé méretiinek tekintett szegmensei foglaljak el a racspontokat (pl.
CHs, CO, NH;, COO csoportok). Hajlékony molekulak kiilonb6z6 alakzatokat
vehetnek fel a racson (pl. haromszegmensi molekuldk egyenes és tort alakban
jelennek meg a racson).

—0—0—0—0—0—

—0—0—0—0—0—

2.6. dbra. Haromszegmenst AAA és BBB molekuldk a racson

A felvett alaktol fliggGen mas lehet a molekula szomszédsagaban elhelyezkedd
racspontok szama. Ha példaul (az egyszertiség kedvéért) négyzetes sikracsot tek-
intiink és atlos irdnyban taladlhat6 szomszédokat nem tekintiink, akkor az egyenes
alakd haromszegmensti molekula szomszédsagaban 8 racspont van, a tort alakiéban
csak 7 (2.6 abra). A racstipusra jellemz6 z koordinacioszam mellett a molekulat
jellemzi kiils6 szegmens-kapcsolatainak szama is, amit a molekula mérete és alakja
is befolyasol.

A kiilénb6z6 méretii molekuldk kdlcsonos elhelyezkedésével kapcsolatos rende-
zettség-rendezetlenség nehezebben modellezhetd, mint az azonos méreti molekuléke.
Mivel itt pusztan a lehetséges elhelyezkedési valtozatok leszamlalasa is nehéz fela-
dat, a modellekben célszerten kiilonvalasztjak egyrészrdl a tokéletes rendezetlenség
allapotahoz tartozé hatast, masrészrél a kdlcsonhatési energiaknak a rendezettséget
novel§ hatasat, mint a tokéletes rendezetlenség &llapotédhoz viszonyitott korrek-
ciot. Ennek megfelelGen az elegyitési szabadentalpia- (vagy szabadenergia-) tob-
bletet két tag: egy, a tokéletes rendezetlenség (egyenletes eloszlas) allapotahoz tar-
toz6 un. kombinatorikus (avagy atermikus vagy termoneutralis) rész , és
egy, a kolcsonhatési energia-kiilonbségek kovetkezményeit kifejezs, an. rezidualis
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(maradék) rész Gsszegeként irjak fol:

APG=AE G+ AE G (2.40a)
Invy; = Inyfom? + Inyre (2.40D)

Az atermikus, termoneutralis (vagyis az energia-kiilonbségek hatéasat figyelmen
kiviil hagyo, nulla elegyedési hével és nulla egyedési térfogatvaltozassal jaro) részt
azért hivjak (hagyomanyosan) kombinatorikus résznek, mert az elrendez&dések
egyenletes eloszlasu (tokéletesen rendezetlen) halmazan az elrendezédések valoszi-
niségeit a kombinatorika szabélyaival lehet meghatarozni. A termikus hatésok
ehhez képest moédositjak a molekulak elrendezddési valtozatainak valészintiségel-
oszlasat.

Azonos szegmensekbdl allé (vagyis homogén) molekuldk esetében az
atermikus (kombinatorikus, k = 1) elegyitési részre a kovetkez6 alak vezethetd le:

D, =z D,
E _ , iy 2 . ¢
Ay G =RT < % x; In . + 5 % giz; In 0. ) (2.41)
D, o, =z D, D,
komb _ 4 _ *t t_c . _ v
In ; =1 = +In = 2ql (1 5 +In 9i)

Itt @, az an. szegmens-tort, és 0; az un. felilet-tort, ahol r; a (homogén) szeg-
mensek szdma az ¢. tipust molekuldban:
ZTiTr;

(I).
Yy
J

(2.42)

Tiq;
0; = (2.43)
2T
J

A reziduélis rész becslésének céljabol a kvazikémiai egyensily alakja:

Nig 2wag
= — 2.44
(:Naga — Nap)(zNpas — Nag) ¥ < ZRT (2.44)

Innen biner elegyre levezethets a rezidudlis rész is:

1— kb 1— kb
AiZGmRTE Taqaln B + xpqpIn A
2 04 0
Iy =Zgaln 1= rbp
YA —2(JA 0

Inares 2] 1— kb4
n =-ggpln
B 518 05

ahol k a (2.44) masodfoku egyenletbol kifejezett érték.
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A homogén (azonos szegmensekbdl all6) molekula legtobbszor csak fikcio, illetve
kiilénb6z6 szegmensekbdl allé molekuldk egyszerisitett, atlagolt modellje.

Kiil6nb6z6 szegmensekbdl allé (vagyis heterogén) molekulak esetében
az egyes szegmens-par tipusok el6fordulasi gyakorisagait kellene tekintetbe venni.
Ez olyan bonyolult, hogy inkabb a csoport-jarulék modellek hasznalhatok (2.7.5
alfejezet).

2.7.4. Cellas ("kétfolyadék-") modellek

@
A @ @
©® W © W

2.7. abra. Cellas modell: A- és B-kozéppontu celldk

@
®

Ha az A-tipusd molekula szomszédsagaban a molekulatipusok eloszlasa fiiggetlen
a B-tipust molekula szomszédsagaban levék eloszlasatol, akkor tokéletes a ren-
dezetlenség, egyébként valamilyen mértékd rendezettségrol beszéliink. Ez a szem-
lélet dgy is fenntarthato, ha nem kdveteljiik meg, hogy a molekulak racspontokon
iiljenek. Véletlenszerien kivalasztott A-tipust molekuldk kozvetlen kozelében vizs-
galhatjuk a molekulafajtak eloszlasat, és statisztikusan értelmezhetjiik az egyes
fajtdk gyakorisagat. Ugyanezt tehetjiik B-tipust molekulak kozelében is. Ennek
megfelelen beszéliink A-kézépponti és B-kézépponti "cellarol”, melyben az il-
let6 A- vagy B-tipusu molekula elhelyezkedik (2.7 abra). Egy A-kbzéppontu cella
("A-cella") a kozépponti A-molekulabol, és az 6t nagyjabol gomb alaka héjként
koriilvevs molekularéteghdl all. A héjat vegyesen A- és B-molekulak alkotjak, és a
cella belsejében, a héjmolekulak eréterében mozog az A-molekula. A modell szerint
az A-molekulara haté potencial a héjon végteleniil nagy (a bezart molekula nem jut
ki a cellabol). Egy B-cella ugyanigy épiil f6l, csak a cellaban B-molekula mozog.
A celldk atfednek egymaéssal, hiszen a B-kozéppontu cella héjaban elhelyezkedd
minden A-molekula és B-molekula ugyancsak egy-egy cella belsé molekulajanak
tekinthet6. Ennek ellenére a modell szerint az elegy tulajdonsigait az egyes cel-
latipusok tulajdonsagaibol allithatjuk Gssze, mintha lenne egy csupa A-cellabol 4116
folyadék, meg egy csupa B-cellabol allo folyadék. Ezért hivjak e modellt két-fo-
lyadék modellnek is.

A kétfajta kézéppont koril kialakulo eloszlasok kilénbozhetnek (mint ahogy
altalaban kiilonboznek is) egymastol, illetve az elegy atlagos Gsszetételétsl. Ezt
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szavakban ugy fejezziik ki, hogy az egyes molekulatipusok koriil a lokalis &sz-
szetételnek megfelel§ a tipuseloszlas. Tokéletes rendezetlenség esetén az egyes
cellatipusok héjaban a tipuseloszlas fiiggetlen a kézépponti molekula tipusatol, és
ezért a lokalis moltortek megegyeznek az dtlagos moltortekkel. Az egyes mod-
ellek a lokalis moltortekre vagy egyéb lokalis tortekre (pl. lokalis térfogattortekre)
vonatkozo feltevésekben kiilonboznek egymastol. Foltehets, hogy ha az AA kolc-
sonhatas potencialja alacsonyabb, mint az AB kolcsonhatasé, akkor az A-mole-
kulak koriili héjban nagyobb az A-molekuldk aranya, mint atlagosan. Ugyanigy
értelmezhetd a B-molekuldk nagyobb vagy kisebb ardnya az egyes molekulafajtak
koziil.

Azonos méretld molekulak elegye

Tokéletes rendezetlenség esetén a parok N5 szdma megegyezik az egyes cella-
folyadékokban észlelt Nyp és Np4 szdmokkal, ezért

NyNp

Nuyp=Nig=Npa=2——
AB AB BA NA+NB

Bonyolult levezetés szerint

APG~AFA= RT% [taln(za +2pApa) +xzpln(zp +24AAR)]

z z ABA AAB :|
Inyg=—-zaln(zsa +2A + -z -
VA 2 4 ( A B BA) 2 B [.’L‘A+;EBABA T +TAaAAB
z z Aap Apa
Inyg=—-xzpln(zp +x24A + —x -
B 2" " (@5 +2adap) 274 [$B+$AAAB $A+IBABA:|

Kiilonb6zé méretd molekulak elegye

(Wilson, 1964) abbol indult ki, hogy a molekulak altal ténylegesen elfoglalt (egyébként
egzaktul nem definidlhato) térfogatok hanyadosat szamitsuk a Boltzmann-faktorok
hényadosabol. Tovabbi feltételezésekkel:

AGE
RT

=—xaln(za+ Aaprp) —2zpln(zp + Apaza)

Wilson biner:

Aap Aba
1 =1 +A + B
n-vya n(CCA ABCCB) B (IA—FAABIB IB—FABAxA
Apga Aap )
1 =—1 +A + B
nyg n(JZB BAfEA) TA (CUB +ABaxa xa+ Aaprp

Ennek tobbkomponensi alakja:
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. AGE
Wilson: =T — _ ;wl ln;Aijl'j
Wilson: Invy; = —In ZA‘T 11— Z Az
: B} k 72]: Aoz,
ahol

Uij — Uy
Aij =exp (—#)

A Wilson-egyenletnek ismertek kiilonféle valtozatai, pl. egyparaméteres egyen-
let, haromparaméteres egyenlet, entalpiaval felirt egyenlet, stb., de a fenti két-
paraméteres valtozatot hasznéljak elterjedten. A kétparaméteres Wilson-egyenlet
hasznalatakor az A;; = u;; — u;; paramétereket illesztik mérési adatokhoz.

Renon és Prausnitz (1968) abbdl indult ki, hogy a lokalis moltortek megadasanal
a Boltzmann-faktorokban a belsé energia helyett a szabadentalpia megvaltozasat
szerepeltették, és ezt még megszoroztak egy, a rendezettséget-rendezetlenséget em-
pirikusan kifejez6 o paraméterrel. Modelljiket NRTL-modellnek nevezték ("Non-
Random Two-Liquids", azaz nem tokéletes rendezetlenségii két-folyadék modell).
Bevezetve a
7y = 991

RT
Gij = exXp (—OéijTij)

jeloléseket, az egyenletek (tobbkomponensii esetben) igy irhatok:

Z 7Gx

NRTL: A Z g
Z GriTk

ETN jily > TmiGmjTm
m

NRTL: Iny; = Z Gy | W
’ Z Grixy Z GrjTy 74 > Grjz
%

Az NRTL egyenlet illesztends paraméterei az A;; = ¢i; — ¢;; paraméterek és az o
parameéter, azonban szokasos eljards az o parameéter el6zetes rogzitése is 0.2 - 0.3
érték koriil.

Prausnitz és munkatdrsai (1975, 1978) visszatértek a racsmodelleknél is al-
kalmazott kombinatorikus rész - rezidualis rész felosztashoz (2.40a)—(2.40b), ahol
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a kombinatorikus rész fejezi ki a tokéletes rendezetlenség feltételezésével nyert ele-
gyitési tobblet-hatasokat A kombinatorikus rész szamitasahoz a (2.41) egyenletet, a
rezidualis rész szamitasanal a Guggenheim-féle kvazi-kémiai kozelitést alkalmaztak.

Az igy nyert egyenletbdl elhanyagolésokkal, illetve alkalmas kozelitésekkel vis-
szakaphato a legtobb ismert egyenlet. Erre valo tekintettel UNIQUAC (univerzalis
kvéazikémiai) egyenletnek nevezték el, melynek alakjat az alabbi sorozat egyiittesen

adja meg:
UNIQUAC:
APG = ARG+ ALLG
b, =z P,
£ = n =ty Z Ty 2k
Ak:ovan: = RT (; Z; In T + 2 ; q;T; In 91- )
AGE
W = —Z qiZ; In ZTJZHJ
i J
Iny; = InyFomb 4 In 7o
In~ykomb — 1 = 2L 4 n =4 — Zg (1= =L 4 1n =2
e Iz‘+n$z‘ 2q( 9i+n9i)
Iy =g |—In [ Y 7 | +1=) L
J
ahol

_ Uj; — Ugj
Tji = €xXp —T

A kombinatorikus rész alternativ alakja:

om ; z D, D,
1nfy£€ b:1nx_i_§qi1n9_i+li_$_i;:pjlj
ahol B
li=5 (ri—a) = (ri—1)

(z a koordinécioszam).

A UNIQUAC egyenlethez tartozé r és ¢ anyagi allandokat komponensenként
lehet megadni, és tapasztalat szerint ezek nagyrészt fiiggetlenek attol, hogy a kom-
ponens milyen elegyben talalhat6é. A z koordinaciészdm értékét altaldban 10-nek
veszik és rogezitik, és az A;; = uj; — u;; paramétereket illesztik mérési adatokhoz.

Kiilonb6z6 méretd heterogén molekuldk elegyének leirasakor ugyanaz a nehézség
meriil f6l, mint amit a racsmodelleknél lattunk. Az ilyen tipust molekuldk elegyei
hatékonyabban kezelhet6k csoport-jarulék modellekkel.
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2.7.5. Csoport-jarulék modellek

AKkar racsmodellbdl, akir cellas modellbdl indulunk ki, tekintettel kell lenniink
arra, hogy egy-egy molekulan beliil eltérGen viselkedd szegmensek taldlhatok. Ha
a molekula kiilénb6z6 szegmensekbdl &ll; akkor az egyes szegmenstipusokat eltérd
térfogat (R) és feliilet (Q) jellemzi. Ha a molekulaban talalhato szegmenstipusok
megkiilonboztetésére pl. a k indexet alkalmazzuk, és az ¢ tipusd molekuldban talal-
hato k tipusi szegmensek szaméat vy;-vel jeloljiik, akkor akkor az ¢ tipusd molekula
térfogatat és feliiletét az alabbi Osszegekkel definidlhatjuk a legegyszertibben:

ri =Y kil (2.45a)
k

4 = Z ViiQk (2.45b)
k

A k tipusu szegmensek Osszes feliilete a molekulaban (a molekula teljes, k-tipusa
feliiletrésze) pedig: ‘
Qk = vkiQk

A csoport-jarulék modellek k6z6s vonésa, hogy a konkrét molekulatol fliggetlen,
egységes Ry és @y csoportjellemzdkkel és a koztiik érzékelhets egységes koleson-
hatasokkal rendelkezé atomcsoportokat, molekularészeket keresnek. Ilyen csoport
lehet pl. a CHsy csoport, alifids részhez kapcsolodé NHy csoport, CO csoport, OH
csoport, COO csoport, aromas gytird, stb. Természetesen e csoportok viselkedése
nagymértékben fligg a csatlakozd vagy csak kozel esd egyéb csoportok jelenlététsl,
ezért a "fliggetlen" csoport csak fikcio. Mégis, sok esetben jo kozelités nyerhets uni-
verzalis R és () csoportjellemzdk és a csoportok kozott definidlt univerzalis kolcson-
hatasi egyiitthatok alkalmazasaval. Bar a csoportok kornyezetfiiggdk, megkiilon-
boztetésiik lehet6vé teszi a molekula részletesebb jellemzését, mint amire a ho-
mogén molekula-modell képes. A csoport-jarulék modellek molekulatol és elegytél
fliggetlen Ry, Qk, és Ap;, tulajdonsigokat illesztenek sok elegy mérési adatahoz
egyidejileg.

Wilson és Deal (1962) definidlta az Gn. csoportoldatok modszerének alapelveit.
Eszerint az elegyet nem egyszertien kiilonféle funkciés csoportokat tartalmazé anyagok
elegyének, hanem e csoportok elegyének tekintjiik. Az alapfeltevések a kovetkezdk:

1. Az aktivitési egytitthatot egy, a tokéletes rendezetlenség viszonyait kife-
jezd kombinatorikus, és egy, az attél valo eltérést, a csoportok kozti energia-
kolcsonhatast kifejez6 rezidualis rész szorzataként irjuk fel:

Iny; =In 'yfomb + In~] %

2. Az egyes i molekuldk v; aktivitasi egylitthatoinak szamitédsahoz az egyes
k csoportok az elegy Osszetételétdl és a hémeérséklettdl fiiggs, de az illets ¢
molekula fajtajatol fliggetlen I'y, értékkel jarulnak hozza. A jarulékokat a
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T hémeérséklet és az elegybeli w csoportdsszetétel, pontosabban csoport-
tortek fiiggvényeiként irjuk fol:

Z VEiXq
k= DD Umi®i
Fk = fkr (’UJ, T)

3. Az elegyités rezidudlis hatasanak szambavételéhez kiilon irjuk fol az egyes
csoportok kolcsonhatasanak az elegyben és a tiszta anyagokban észlel-
het§ kovetkezményeit, és a két hatas kiilonbségét tekintjiik az elegyi-
tés kovetkezményének. Az egyes csoportok elegybeli el6fordulasi gyako-
risdgukkal ardnyosan jarulnak hozza az aktivitasi egyiitthato logaritmusahoz:

Iny/* = Z Vki (ln Ty —1In I‘,(f)>
k

ahol az (i) fels6 index a tiszta ¢ komponensre utal:

) = fi (w®;7)

w(l) Vi
k
Z Vmi
m

Ennek alapjan fejlesztették ki az ASOG (angol betiisz6: "analitikus csoportol-
dat") modellt, ami sajnos nem terjedt el a gyakorlatban. Azonban Frendenslund
és munkatarsai (1975-t61 tobb kozleményben) ugyanezen elveket kovetve, de a
UNIQUAC modellbdl indultak ki, és modelljiiket UNIFAC-nak nevezik:
UNIFAC:

P,
1 komb =1 ? 11
n-; nﬂ?z q n E x;l;
lz':%(?“i—qz')—(ﬁ—l)

ahol a z koordinaciészam értékét allanddan 10-nek veszik, a @ és 6 térfogat- és
felillettorteket a (2.42) és (2.43) osszefiiggések, az r és ¢ molekulajellemzsket a
(2.45a)—(2.45b) Osszefliggések adjak meg. A reziduélis rész szamitasa az alabbi:

q] m m
T} = Qp, |~ In <Z‘I’mk9m> +1—Z E]ill 5

ahol az m és n indexek a csoportokon futnak végig, és a feliileti tort szamitasa:

Wi Qm

O = el
> WnQn
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valamint a Boltzmann-faktor szamitésa az aldbbi:

Vom = exp <_14R;1;)

A UNIFAC modell széleskoriien elterjedt a gyakorlatban. Paraméterei az Ry
és Qr csoportjellemzs értékek és az Ay, # Apm csoport-kolcsonhatasi értékparok.
Szamos paraméter-illesztést kozoltek kiilonféle szerzdk, kiilonféle csoport-definiciokkal.
Ezek kozo6s vonasa, hogy a homolog sorok els6 tagjara vagy tagjaira nem illeszked-
nek jol a funkcios csoportok, igy azokat kiilon csoportként kell definialni. Példaul
hiaba illeszkedik jol a modell a metil-csoportokat, metilén-csoportokat és hidroxil-
csoportokat tartalmazé tobb-szénatomos nyiltlanca alkohol-molekulak adataira, a
metanolt kiilon csoportnak kell tekinteni, mert annak tulajdonsagai nem allnak el6
ezek kombinécidjaként.

Ujabban kisérletek torténtek olyan csoport-jarulék modellek megalkotasara, melyek-
ben egyes atomokat tekintenek csoportnak, illetve figyelembe veszik az egyes cso-
portok molekulan beliili kolcsonhatasat is. Ezeket azonban, mivel még nem elég
kiforrottak, itt nem targyaljuk.

Mivel a csoport-jarulék modszerek sem bizonyultak alkalmasnak a géz-folyadék
és a folyadék-folyadék egyensilyok egyidejd leirasara, kiilon paraméterhalmazokat
kellett illeszteni L/L és V /L egyensulyok modellezésére.

2.7.6. A gyakorlatban alkalmazott modellek

A leginkabb hasznalt és ajanlhatd elegyitési tobblet modellek, melyekhez az iro-
dalomban és az adatbankokban mérésekhez illesztett paraméterek talalhatok: a
van Laar, Margules, Wilson, NRTL, UNIQUAC és a UNIFAC.

Szémos hasonlé elegyitési-tobblet egyenlet ismert, azonban a fentiek a legel-
terjedtebbek. Kozos elényos tulajdonsaguk, hogy a biner elegyekhez illesztett két
paraméter jol hasznalhaté terner és még tobb komponensd elegyek tulajdonsa-
gainak szamitasahoz is. Az NRTL és a UNIQUAC egyenlet folyadék-folyadék
megoszlasok szdmitdsara is alkalmas. A kétparaméteres Wilson-egyenlet erre al-
kalmatlan (alakja kizarja konkdv AFG fiiggvény kialakuldsat). A UNIFAC durva
tajékoztato kozelitést nyujt, de gyakran félrevezet azeotropok jelenlétét és milyen-
ségét illetGen.

2.7.7. Elekrolit-oldatok

Az eddigiekben nemelektrolitok elegyeinek kozelits leirasara alkalmas modelleket
ismertettiink. Az elektrolit oldatok modellezése nehezebb feladat, mert az ionos
disszociécio jelenségére is tekintettel kell lenni és kozvetlen ionos kolcsonhatasokat
is figyelembe kell venni. Az elektrolit-elegyek modellezésekor kiilonbséget tesziink
az oldoszer (legtobbszor viz) és az oldott elektrolit(ok) viselkedése kozott.

Az elektrolitos modellek nagyon, szinte riasztéan bonyolultak, azokat itt nem
ismertetjiik.
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2.8. Elegyek fazisegyensilyi szamitasai

2.8.1. Para/folyadék egyensulyszamitasi feladatok

Elegyek para-folyadék egyensilyai azért bonyolultabbak a tiszta anyagok egyen-
silyainal, mert az egyensulyi fazisok Osszetétele kiilonbozik egymastol. Biner el-
egyek esetében az egyik komponens moltortje meghatarozza a mésik komponens
moltortjét is, ezért egyszerten abrazolhaté az allandé hémérsékleten vagy allando
nyoméson kialakuld egyensilyhoz tartozo két Osszetétel viszonya az Gn. fazisdia-
gramok (vagy fazisgérbék) és a kevesebb informaciot hordozo, de éppen ezért egyes
esetekben hasznosabb egyensiilyi diagramok segitségével. Biner elegyek fazisgorbéit
és egyenstlyi gorbéit mutatjak a 2.8-2.9 abrak. Ezeken az dbrakon az illékonyabb
komponens moltortjeit hasznaljuk, vagyis az illekonyabb (nagyobb g&znyomasu,
alacsonyabb forraspontt) komponens, mint tiszta anyag szerepel az © = 1 és az
y = 1 helyeken, mig a kevésbé illékony (kisebb g6znyoméasi, magasabb forraspontu)
komponens, mint tiszta anyag szerepel az x = 0 és az y = 0 helyeken.

Egyszeri egyensulyszamitasi feladatok

Egyszerid egyensiilyi szamitasokrél beszéliink, ha megadjuk az egyik fazis 6sz-
szetételét (x vagy y) és az egyik intenziv valtozo (T vagy p) értékeét, és a fazisgorbe
altal kijelolt hianyzo adatokat keressiik.

7| p=konst. p T=konst.
T \Y
B
PB Vv
a/ S c/
0 Y1 zy 0 ¥ 1 zy
Y Y
1 1
y* y*
b/ d/
0 0
0 = 1 =z 0 T 1 «x

2.8. 4bra. Buborékpont fazisdiagramon és egyensulyi diagramon
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A 2.8a-b. abra egy élland6 (adott) p nyomésa fazisgérbe-part mutat. Ha
megadjuk a folyadék = 6sszetételét, akkor az x moltorthoz tartozo fiiggsleges egyenes
és az also (a folyadékra vonatkozo) fazisgdrbe metszéspontja megadja az x Osszetételd
folyadék Tp buborékponti hémérsékletét. Az illeté Tp hémeérséklethez tartozd
vizszintes egyenes és a felsé (a parara vonatkozo) fazisgorbe metszéspontja megadja
az x Osszetételd folyadékkal egyensilyt tartd para y Gsszetételét.

7| p=konst. p T=konst.
T \Y
H
PH V
a/ N c/
0 * 1 z,y 0 * 1 z,y
Y Y
1 1
y y
b/ d/
0 0
0 x* 1 =z 0 z* 1 =z

2.9. dbra. Harmatpont fazisdiagramon és egyensilyi diagramon

A 2.8c-d. &bra egy allandd (adott) 7' hémérsékleti fazisgbrbe-part mutat.
Ha megadjuk a folyadék x Osszetételét, akkor az x moltorthoz tartozo fiiggsleges
egyenes és a felss (a folyadékra vonatkozd) fazisgérbe metszéspontja megadja az x
Osszetételd folyadék pp buborékponti nyoméasat. Az illet§ pp nyoméshoz tartozo
vizszintes egyenes és az also (a parara vonatkozo) fazisgérbe metszéspontja megadja
az x Osszetételd folyadékkal egyensilyt tartd para y Osszetételét.

Forditva, ha megadjuk a para y Gsszetételét, akkor allandé nyoméason (2.9a-b.
abra) az y moltorthoz tartozo fliggdleges egyenes és a fels (a parara vonatkozo)
fazisgdrbe metszéspontja megadja az y Osszetételd para Ty harmatponti hGmérsék-
letét. Azilleté Ty hémérséklethez tartozo vizszintes egyenes és az also (a folyadékra
vonatkoz6) fazisgérbe metszéspontja megadja az y Osszetételd paraval egyensulyt
tarto folyadék x Osszetételét.

Ha a para y Osszetételét allando héfokon adjuk meg (2.9c-d. abra), akkor az
y moltorthoz tartozo fliggsleges egyenes és az alsé (a parara vonatkozo) fazisgorbe
metszéspontja megadja az y Osszetételd para py harmatponti nyomésat. Az illeté
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py nyoméashoz tartozo vizszintes egyenes és a fels§ (a folyadékra vonatkozo) fazis-
gbrbe metszéspontja megadja az y Osszetételd paraval egyensilyt tartd folyadék x
Osszetételét.

Tobbkomponensd rendszerek esetében az alapelv ugyanez, csak nem fazisgor-
bék, hanem fazisfeliiletek és fazis-hiperfeliiletek szerepelnek. Numerikusan ne-
hezebb megkeresni egy tobbvaltozos feliilet és az adott Gsszetétel f6lé huzott flig-
goleges egyenes metszéspontjat, de egyszerd para/folyadék egyensilyi szamitasnal
mindig csak négyféle feladat lehetséges: adott nyoméson buborékponti hdmérséklet
vagy harmatponti hémérséklet, és adott hémeérsékleten buborékponti nyoméas vagy
harmatponti nyomas meghatarozasa.

Fazismegoszlas-szamitasi feladatok

Megoszlasi (vagy "flash"-) szamitasokrol beszéliink, ha megadjuk az elegy
brutto z Osszetételét meg egy vagy tobb egyéb termodinamikai adatat, és keressiik
az anyag teljes allapotat. Az Osszetételek, héfok és nyomas megfelel6 kombind-
ci6it mutatja biner rendszerek esetében alland6 nyomés mellett a 2.10 abra. A
p-T-z pont elhelyezkedése a fazidiagramon dnmagiban nem ad meg minden is-
meretet az anyag allapotarol. Ahogy adott p mellett T' valtozasaval vagy adott T
mellett p valtozasaval elmozdul a p-T-z pont a diagramon, 4gy valtozik a rendszer
brutto fajlagos energidja (entalpiaja, enropiaja, szabadenergidja, szabadentalpiaja)
is. Hagyoményosan g-val jeloljiikk a z Gsszetételd elegy un. hdallapotat vagy kon-
denzalési allapotat, ami azt mutatja meg, hogy az elegy entalpidja a kondenzalasi
energidnak hanyszorosaval tér el a harmatponti entalpiatél. Ennek értéke harmat-
ponton ¢ = 0, buborékponton ¢ = 1.

A 2.10 abra altal mutatott szamitasokat a 2.11 abra szerint is értelmezhetjiik.
Megadjuk az elegy brutto z Osszetételét, a p nyomast és a T hémérsékletet, és
keressiik az anyag allapotat, hogy t.i. az folyadék, géz, vagy két fazisra valik szét;
illetve hogy az utébbi esetben milyen aranyban, és milyen Osszetételd fazisokat
képez, valamint mi a rendszer (és fazisainak) fajlagos entalpidja (ez utobbit az
abran nem jeloltiik). Azonban ez csak az egyik lehetséges kérdés. A nyomaés vagy
a hémérséklet helyett adott lehet a rendszer fajlagos entalpidja, ekkor kérdés a
megfelel§ hidnyz6 nyoméas vagy hémérséklet értéke is.

A 2.11 abra a megoszlasi szamitasoknak csak egy részét értelmezi. A péara-
folyadék megoszlasi szdmitasokat legtagabban a 2.12 abra, az G.n. flash-elrendezés
szerint értelmezhetjitk. A flash (angol sz0, jelentése: villan, hirtelen elillan) erede-
tileg azt a folyamatos miiveletet jelenti, melynek soran a folyadékkal nyomés alatt
energiat kozolnek, majd fojtészelepen ateresztve kisebb nyomasi térbe vezetik, ahol
egy része hirtelen elparolog.

A flash-szamitasok nagyon sokfélék lehetnek. A fent jelzett szamitasokon kiviil
a folyamatos miveletben elGirhatjuk a kivant fazisardnyt, egy komponens kivant
Osszetételét egy adott fazisban, egy komponens szévalasztasi ardnyat a két fazis
kozott (vagy kinyerési tortjét: mennyisége egy fazisban, osztva a téapbeli meny-
nyiséggel). Eppen ezért legtagabb értelemben a flash-szamitasokhoz tartoznak az
egyszerd egyensilyi szamitasok is. Mindezekhez kereshetjiik a tapbeli entalpia és
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N
T p=konst.
Tg A%
T
Ty
L
SN
”~
0 x* z y* 1 T,y

2.10. abra. Flash-feladat fazisdiagramon

2.11. abra. Statikus flash-feladat
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2.12. abra. Allandosult allapotu flash-feladat

a termékek entalpidja kozti kiilonbséget, vagyis a sziikséges hékozlést is. Ha a
hékozlést adjuk meg, az egyenértékd a brutto fajlagos entalpia megadéasaval.

Tipikus flash-szamitasi feladatokat sorol fel a 2.1. tablazat. Ebben J a ki-
indulasi (tap) anyag fajlagos entalpidjat, h a folyadékfazis fajlagos entalpiajat, H
a para fazis fajlagos entalpiajat, f, és v pedig a tap- és a para-beli molaramokat
jeloli.

2.8.2. ©/p, p/v és v/v modszerek

Két fazis fugacitasainak 6sszehasonlitasakor haromféle parositas alkalmazhato:

1. ¢/ médszer: Ha mindkét fazist allapotegyenlettel modellezziik, akkor a
nyomas algebrailag kiesik:
viei = yi'el! (2.46a)

Az egyes fazisokban a parcialis fugacitasi egytitthatokat az adott nyomason
és hémeérsékleten, és az illetd fazis y Osszetétele mellett szamitjuk. Ekkor az
egyensulyi moltortek ardnya, az tn. egyensulyi arany (egyensulyi "allando",
bar egyaltalan nem allando):

II/1 y-H <PU
KT = y{l = ﬁ = exp (Inp!7 — n ) (2.46D)

Para-folyadék egyensily kialakulasa esetén a megfelels egyenletek:

Yipy = zip) (2.46¢)
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2.1. tablazat. Tipikus flash-szamitasok

Adott (elsirt) | Keresett Megjegyzés

z,p, T J,V/L,x,y, h, H izoterm-izobar ("izoterm") flash

z,p, J T,V/L,x,y, h, H izobar adiabatikus ("adiabatikus")
flash

z, J, T p, V/L,x, y, h, H izoterm adiabatikus flash

z,p,V/IL,J |T,x,y, h, H fazisaranyhoz héfok

z, T, V/L,J | p,x,y,h, H fazisaranyhoz nyomés

Z, D, Tiy J T,V/L,x,y, h, H adott tisztasag eléréséhez

z, T, x;, J p, V/L,x, y, h, H adott tisztasag eléréséhez

Z, D, Yi, J T,V/L,x,y, h, H adott tisztasag eléréséhez

z, T, yi, J p, V/L,x, y, h, H adott tisztasag eléréséhez

z,p,vi/fi,J | T,V/L, @, y, hy H adott kinyerés eléréséhez

z, T,v/fi,J | p,V/L,x,y, h, H adott kinyerés eléréséhez

z, yi, vi/fi, J | p, T, V/L, &, y, h, H | adott tisztasag és kinyerés eléréséhez

ahol y; a parabeli és z; a folyadékbeli moltort, és

K'EK-V/LE&

. </7-L
= =exp (ln(piL —1n<plv)

(2.46d)

€T Pi

. ¢/~ médszer: Ha az egyik fazist allapotegyenlettel, a méasikat elegyitési
tobblettel modellezziik, akkor a két oldal nem azonos alaku:

yie) p = Yizipipy P (2.47a)
Itt a jobboldalrol feltételezziik, hogy kondenzalt fazist (legtébbszor folyadékot)
ir le (kiilbnben a tenzionak nincs értelme), a baloldalrol pedig, hogy a para
fazist irja le. Baloldalon a rendszer 0ssznyomasa és a vizsgalt nyoméson és hé-
mérsékleten, valamint a para y Osszetételénél szamithato parciélis fugacitasi
egylitthato szerepel. A jobboldalon az adott hémérsékleten és valamilyen ref-
erencianyomaéson, valamint a folyadék x Osszetételénél szamithato aktivitéasi
egyiitthato, a tiszta komponensnek az adott hémérsékleten vett tenzidja, és
a tiszta komponensnek, mint paranak ezen a hémeérsékleten és tenzién vett
fugacitasi egyiitthatdja szerepel. Ezeket egésziti ki a Poynting-korrekcio. Az
egyensilyi arany kifejezése:

K="= w (2.47b)
X Y, P

. v/~ médszer: Ha mindkét (folyadék-)fazist elegyitési tobblettel modellez-

ziik, akkor a tenziok és a korrekciok algebrailag kiesnek:

1.1 11,11

TV =T (2.48a)



2.8. Elegyek fazisegyensilyi szamitasai 98

(A kiess tagokrol: A tenzio csak a hmérséklet fliggvénye, a tiszta komponens
fugacitasa para-fazisban csak a h6mérséklet és a nyomas fliggvénye, igy ezek
egzaktul megegyeznek a két oldalon. Az aktivitasi egyiitthatok nyoméskor-
rekcidja nem egzaktul azonos, mert szerepel benne az elegybeli moltérfogat
(parcialis molaris térfogat), azonban a Poynting-korrekcioban ezek helyett
a tiszta komponens folyadékbeli moltérfogata szerepel, ami szintén csak a
hémeérséklet és a nyomas fiiggvénye.)

Mindkét fazisban az adott héfokon és az illets fazis x Osszetétele mellett kell
szamitani az aktivitasi egytitthatot. Az egyensilyi arany kifejezése:

I1/1 ﬂﬁlu %U Ir I
K=" =" =exp(lny’ —Iny/) (2.48b)
€Ty i

A /¢ modszert és a ¢/vy modszert péara-folyadék és folyadék-folyadék megos-
zlésra is alkalmazhatjuk, a /v modszert csak folyadék-folyadék megoszlasra. A
/¢ modszer és a v/v modszer alkalmazasa logikailag vilagos, egyszerd. A ¢/~
moédszer egzakt alkalmazdsanal azonban olyan sok kiilonféle értéket és modellt
kell felhasznalni és szamitani, hogy lehet&ség szerint egyszeriisitett alakjait al-
kalmazzuk. A péara-oldalon alacsony nyoméson és nemasszocidlé molekuldk es-
etében elhanyagolhatjuk a parcialis fugacitasi egyiitthato értékét, és a parat kozel
tokéletes gazok idedlis elegyének tekinthetjiik. A folyadék-oldalon ugyancsak alac-
sony nyomason elhanyagolhat6 a Poynting-korrekcio és a tiszta komponens fugac-
itasi egyiitthatoja. Ezzel az tn. médositott Raoult-Dalton Osszefiiggéshez jutunk:

Yib = ViP5 (2.49a)

K, =Y = Yib (2.49b)
Z; p

A (2.46a)-(2.49b) egyenletek mind az altalanos

fl=f" (i=12,...¢

egyensilyi kritérium esetei, ahol ¢ a komponensek szama. Az egyensilyi szami-
tasoknal mindig feltételezziik, hogy az egyik fazis Osszetétele és valamelyik in-
tenziv paramétere (T' vagy p) adott, és keressiik a masik intenziv paramétert,
valamint a masik (az adottal egyensulyt tarto) fazis Osszetételét. Vagyis a kere-
sett valtozok szama ¢ + 1. Azonban a keresett Osszetételnek is ki kell elégitenie a
moltort-Osszegzési feltételt (a moltortek Osszege 1), ezért az ismeretlen értékd val-
tozok szama c-re csokkenthetd. Otkomponensi elegy esetében tehat az egyenstlyi
szamitadsok matematikai szempontbol nézve 6tvaltozos egyenletrendszer gyokének
megkeresését jelentik. A megoszlasi szamitéasok esetében az intenziv paraméter
vagy paraméterek és esetleges megoszlasi el6irdsok mellett a brutto sszetétel adott,
és keressiik mindkét (vagy tobb) megoszlo fazis Osszetételét. Ezért a megoszlési
szdmitasokban még tobb az ismeretlen értékd valtozok szama.
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Ebbégl nem kovetkezik, hogy valoban c-valtozos, illetve megoszlasi szamitasok
esetén még tobb valtozo szerinti iteracidt kell végrehajtani, mert esetenként a
megoldando6 egyenletrendszer megfelels atalakitassal lényegesen kevesebb valtozo
szerinti fliggvénnyé is atalakithatd, amint rogton megmutatjuk. A gyokkeresés tet-
sz6leges keresG eljarassal torténhet, azonban a bemutatott eljarasok egyszertek,
atlathatok (vagyis ezek alapjan a feladat és megoldasa jol megérthetd), és konnyen
végrehajthatok.

2.8.3. Para/folyadék egyensulyi szamitasok ¢/ mddszer al-
kalmazasaval

Idealis elegy

Ekkor az egyensulyi ardny nem fiigg az Gsszetételtsl, hanem csak a hémérséklet és
a nyomads fiiggvénye: .

p
ahol a tenzié a hémérséklet fiiggvénye. Ekkor az egyensilyi szamitasok nagyon
egyszertiek. Legegyszertibb a buborékponti nyomas meghatarozasa adott hémeér-

sékleten:

BP-id Algoritmus: Buborékponti nyomas meghatarozasa
Adott: T hémeérséklet és x folyadékosszetétel

Keresett: pp buborékponti nyomaés és y egyenstilyi para-osszetétel
Becslés: -

1. A komponensek tenzidégorbéinek ismeretében kiszamitjuk a p; tenzidkat.
2. Kiszamitjuk a keresett pp Ossznyomést:

PB <= szpf
i

3. Kiszamitjuk az egyensulyi para-moltorteket:

o
Zip;

PB

Yi <=
4. A szamitast befejezziik.

Ez az algoritmus egyszerd behelyettesitések sorozata, ciklust (numerikus gyokkeresést)
nem tartalmaz. Az Gsszes t6bbi feladataban numerikusan kell gyokot keresni.

HP-id-a Algoritmus: Harmatponti nyoméas meghatarozasa
Adott: T hémeérséklet és y para-osszetétel

Keresett: py harmatponti nyomés és x egyenstlyi folyadék-osszetétel
Becslés: py értékét alkalmas p-vel becsiiljiik.

1. A komponensek tenzidégorbéinek ismeretében kiszamitjuk a pg tenzidkat.
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2. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:

$i<:%

i

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
0 <= Z Z;

4. Normalizaljuk a moltorteket:
T
T <= =
o

5. Kiszamitjuk a kapott folyadék-Osszetételhez tartozé buborékponti nyo-
mast:
pB <> Tip;
i

6. Ha a becsiilt p és a szamitott pp nyomasok egy el6irt hibahataron beliil
megegyeznek, akkor a becsiilt nyomast elfogadjuk harmatponti nyomés-
nak: pg < p, és a szamitast befejezziik.

7. Ellenkez6 esetben moédositjuk p értékét, és visszatériink a 2. ponthoz.

A fenti algoritmus atfogalmazhat6 a kovetkezs alakban:

HP-id-b Algoritmus: Harmatponti nyomas meghatarozasa
Adott: T hémeérséklet és y para-osszetétel

Keresett: py harmatponti nyomés és x egyensulyi folyadék-osszetétel
Becslés: py értékét alkalmas p-vel becsiiljiik.

1. A komponensek tenziogdrbéinek ismeretében kiszamitjuk a K; egyensulyi

aranyokat:
p
2. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:
Yi
x; K,

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Osszegét:
o <= Z Z;
i

4. Normalizaljuk a moltorteket:
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5. Ha o értéke egy el6irt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
nyomést elfogadjuk harmatponti nyomésnak: py < p, és a szamitast
befejezziik.

7. Ellenkez6 esetben moédositjuk p értékét, és visszatériink a 2. ponthoz.

Ha a szamitott buborékponti nyoméas nagyobb, mint a becsiilt nyomés, vagy
ha a szamitott moltort-0sszeg nagyobb, mint 1, akkor a becsiilt nyomaés értékét
csOkkenteni, ellenkezs esetben novelni kell. A nagy szamitott buborékponti nyoméas
ugyanis azt jelenti, hogy a szamitott folyadékban az egyensilyi értéknél nagyobb
az illékony komponensek aranya a nehezebben ill6 komponensek rovasara.

BT-id-a Algoritmus: Buborékponti hémérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomas és x folyadék-Osszetétel

Keresett: Ts harmatponti hémérséklet és y egyensulyi para-dsszetétel
Becslés: T értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a p; tenzidkat.
2. Szémitjuk a parciélis nyomésokat:

pi < TP

3. Osszegezziik a parcialis nyomasokat:
™ <= Zpi
i

4. Ha 7 értéke egy el6irt hibahataron beliil megegyezik p-vel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti h6mérsékletnek: Tp < T, és a 6.
pontra lépiink.

5. Ellenkezd esetben moédositjuk a 7" hémérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz.

6. Kiszamitjuk a para-moltortek értékét:

yi<:&
s

A szamitast befejezziik.

Ha a 7 szamitott 6ssznyomaés kisebb a megadott p nyomasnal, akkor névelni kell
a hémérsékletet, ellenkez6 esetben csokkenteni kell. Az algoritmus atfogalmazhatd
a kovetkez6 alakban:

BT-id-b Algoritmus: Buborékponti hémeérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomas és x folyadék-osszetétel

Keresett: Ts harmatponti hémérséklet és y egyensulyi para-dsszetétel
Becslés: T értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.
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1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a K; egyensulyi aranyokat:

o
p

2. Szamitjuk a para moltorteket:
yi <= Kz,

3. Osszegezziik a moltorteket:
g <= Z Z;
i

4. Ha o értéke egy el6irt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
hémeérsékletet elfogadjuk buborékponti h6meérsékletnek: Tp <= T, és a 6.
pontra lépiink.

5. Ellenkez6 esetben modositjuk a 7" h6mérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz.

6. Normalizaljuk a para-moltortek értékét:

L
T; <= —
g

A szamitast befejezziik.

Ha a o szamitott Osszeg kisebb 1-nél, akkor névelni kell a hémérsékletet, el-
lenkez6 esetben csokkenteni kell.

HT-id-a Algoritmus: Harmatponti hémérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomas és y para-Osszetétel

Keresett: Ty harmatponti h6mérséklet és x egyensilyi folyadék-Osszetétel
Becslés: T értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a p; tenzidkat.
2. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:
Yi

(o]
2

T; <=

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Osszegét:
g <= Z x;
i

4. Normalizaljuk a moltorteket:
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5. Kiszamitjuk a kapott folyadék-osszetételhez tartozd 6ssz-gdznyomast:
= Z Tips
i

6. Ha a megadott p és a szdmitott m nyomésok egy eléirt hibahataron beliil
megegyeznek, akkor a becsiilt h6meérsékletet elfogadjuk harmatponti hémérsék-
letnek: Ty < T, és a szamitast befejezziik.

7. Ellenkez6 esetben moédositjuk a 7" h6mérsékletet, és visszatériink az 1.
ponthoz.

Ha a 7 szamitott nyomas kisebb a megadott p nyomasnél, akkor névelni kell a
hémérsékletet, ellenkezs esetben csokkenteni kell. Az algoritmus atfogalmazhato a
kovetkezs alakban:

HT-id-4b Algoritmus: Harmatponti h6mérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomas és y para-osszetétel

Keresett: Ty harmatponti hémérséklet és x egyensulyi folyadék-osszetétel
Becslés: T értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a K; egyensulyi aranyokat:

o

2. Kiszamitjuk a folyadék-moltorteket:

i K,

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
g <= Z Z;

4. Ha a szamitott o Osszeg egy eldirt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel,
akkor a becsiilt hémérsékletet elfogadjuk harmatponti hémérsékletnek:
Ty < T, és a 6. pontra lépiink.

5. Ellenkezé esetben moédositjuk a 7" hémérsékletet, és visszatériink az 1.
ponthoz.

6. Normalizaljuk a moltorteket:

A szamitast befejezziik.

Ha a o szamitott Osszeg kisebb 1-nél, akkor ndvelni kell a hémérsékletet, el-
lenkez6 esetben csokkenteni kell.
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Tokéletes para-fazis, nemidealis folyadékelegy fazis

Ha a folyadék nem ideélis elegy, de a parat tokéletes gézok idedlis elegyének tekint-
hetjiik, akkor csak az aktivitasi egyiitthatéval béviilnek az Gsszefliggések, meg es-
etenként korrekciokkal a folyadékoldalon. Mivel az aktivitasi egyiitthato a folyadék-
osszetételtdl fiigg (és nem a para-Osszetételtsl), a buborékpont-szamitasok egysze-
riibbek, mint a harmatpont-szamitasok. Adott folyadék6sszetétel mellett raadasul
ugyandigy monoton né a géznyomas a hémérséklettel, mint idealis elegyben.

BT-y Algoritmus: Buborékponti h6mérséklet meghatarozasa
Adott: p nyomas és x folyadék-osszetétel

Keresett: Ts buborékponti hémérséklet és y egyensulyi para-osszetétel
Becslés: Ty értékét alkalmas T-vel becsiiljiik.

1. A becsiilt hémérsékleten kiszamitjuk a pj tenzidkat és a ~; aktivitasi
egyiitthatokat.
. Szamitjuk a K; egyensilyi ardnyokat:

N

K; < T1DP;
p

3. Szamitjuk a para moltorteket:
Yi <= Kix;

4. Osszegezziik a moltorteket:
0 <= Z Yi
i

5. Ha o értéke egy el6irt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti h6mérsékletnek: Tp <= T, és a 7.
pontra lépiink.

6. Ellenkez6 esetben moédositjuk a 7" h6mérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz.

7. Normalizaljuk a para-moltortek értékét:

yi<:&
o

A szamitast befejezziik.

Ha a o szamitott Osszeg kisebb 1-nél, akkor ndvelni kell a hémeérsékletet, el-
lenkezd esetben csokkenteni kell.

BP-vy Algoritmus: Buborékponti nyoméas meghatarozasa
Adott: T hémeérséklet és @ folyadék-Osszetétel

Keresett: pp buborékponti nyomas és y egyenstilyi para-osszetétel
Becslés: -



2.8. Elegyek fazisegyensilyi szamitasai 105

1. Kiszamitjuk a p; tenziokat és a v, aktivitasi egyiitthatokat.
2. Kiszamitjuk a keresett pp Ossznyomést:

bB <= Zﬂizpzo
i

3. Kiszamitjuk az egyensilyi para-moltorteket:

o
Zip;

pPB

Yi <
A szamitast befejezziik.

HT-v Algoritmus: Harmatponti hémérséklet meghatarozasa

Adott: p nyomas és y para-osszetétel

Keresett: Ty harmatponti h6mérséklet és x egyensilyi folyadék-Osszetétel
Becslés: Ty értékeét alkalmas T-vel becsiiljik, a v; aktivitasi egyiitthatok értékét
1-gyel becsiiljiik.

1. Szamitjuk a p; tenzidkat.
2. Szamitjuk a folyadék-moltorteket:
YiD

T; <= S
YiD;

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Osszegét:
g <= Z Z;
i

4. Normalizaljuk a moltorteket:

Ti <= —

(S}

. Szamitjuk a ; aktivitasi egyiitthatokat.
6. Szamitjuk a kapott folyadék-6sszetételhez tartozd 6ssz-gbznyomast:

T BT
A

7. Ha a megadott p és a szamitott m nyomaéasok egy el&irt hibahataron beliil
megegyeznek, akkor a becsiilt h6meérsékletet elfogadjuk harmatponti hémérsék-
letnek: Ty < T, és a szamitast befejezziik.

8. Ellenkez6 esetben modositjuk a 7" hémérsékletet, és visszatériink az 1.
ponthoz.

Ha a 7 szamitott nyomas kisebb a megadott p nyomasnél, akkor névelni kell a
hémérsékletet, ellenkezs esetben csokkenteni kell.
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HP-v Algoritmus: Harmatponti nyomas meghatarozasa
Adott: T hémeérséklet és y para-osszetétel
Keresett: pg harmatponti nyomads és x egyensilyi folyadék-Gsszetétel
Becslés: py értékét alkalmas T'p-vel becsiiljiik, a ; aktivitasi egyiitthatok értékét
1-gyel becsiiljiik.
1. Szamitjuk a p; tenzidkat.
2. Szamitjuk a folyadék-moltorteket:

Yip
ViD§

T = (2.50)

3. Kiszamitjuk a kapott folyadék-moltortek Gsszegét:
0 <= Z Z;

4. Normalizaljuk a moltorteket:
"y
T; <= =
o

5. Szamitjuk a ~; aktivitasi egyiitthatokat.
6. Szamitjuk a kapott folyadék-0sszetételhez tartozéd 0ssz-géznyomast:

ey
A

7. Ha a becsiilt p és a szamitott m nyomésok egy el6irt hibahataron beliil
megegyeznek, akkor a becsiilt nyomast elfogadjuk harmatponti nyomés-
nak: pg < p, és a szamitast befejezziik.

8. Ellenkez6 esetben modositjuk a p nyomaést, és visszatériink a 2. ponthoz.

Ha a 7 szamitott nyomads kisebb a becsiilt p nyomasnal, akkor novelni kell a
nyomast, ellenkezd esetben csokkenteni kell.

Altalanos /v eset

Ha a para oldalon is Osszetételfiiggs tulajdonsidgokat (parcidlis fugacitasi egytit-
thatot) kell szamitani, akkor a szamitasokban eggyel tobb ciklus fordul elé.

2.8.4. Para/folyadék egyensilyi szamitasok ¢/¢ mobdszer al-
kalmazasaval

A fugacitasi egytitthatokat mindig az adott vagy becsiilt h6mérsékleten és nyomé-
son, és az adott vagy becsiilt Osszetétel mellett kell szamitani, és a megfelel§ tér-
fogatgyok felhasznalasaval. Ha buborékpontot szamitunk, akkor az x folyadékosz-
szetétel mellett kapott harom valos térfogatgyok koziil a legkisebbet kell hasznalni
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a folyadékfazis-beli fugacitasi egyiitthat6 szamitasahoz, de a legnagyobb gyok nem
hasznélhat6 az egyensilyi pardban érvényes fugacitési egylitthaté meghatarozasara.
Az egyensulyi paraban érvényes fugacitasi egyiitthaté6 meghatarozasahoz elGszor
becsiilni kell a para y Osszetételét, és ezen Osszetétel mellett kell szdmitani a valos
térfogat-gyokoket, melyek koziil a legnagyobb hasznélhaté a fugacitési egyiitthatok
szdmitasahoz. Harmatpont szamitasdnal a helyzett éppen forditott.

Mivel a folyadék és a para fazis nemidealitdsanak modellje azonos, megadhatjuk
mind a négy feladat szamitasanak kozos vazlatat:

BHTP-¢ Algoritmus: Egyenstlyi szamitis ¢/p médszerrel
Adott: T (vagy p) és y! Osszetétel (folyadék vagy para)
Keresett: p* (vagy T*) és y'! osszetétel (para vagy folyadék)
Becslés: p* (avagy T*) értékét alkalmas p-vel (T-vel) becsiiljiik; a ¢! és p!! fugac-
itasi egyiitthatokat 1-gyel vagy pontosabb moddszerel becsiiljiik, vagy ezek helyett
a K; egyensulyi ardnyokat becsiiljiik.

1. Szamitjuk a ¢! fugacitasi egyiitthatokat.

2. Beallitjuk egy n szamlal6 értékét n < O-ra.

3. Szamitjuk az egyensulyi aranyokat:

I
¥
17
i

K, <

4. Szamitjuk az egyensilyi moltortek értékét:
yi' < Kyl

5. Osszegezziik a moltorteket:
o>yl
i

6. Normalizaljuk a moltorteket:

II
yll = Y

7. Szamitjuk a ¢! fugacitasi egyiitthatokat.
8. Szamitjuk az egyensulyi aranyokat:

I

¥i
Ki = 7]
(2

9. Ha n = 0, akkor a 12. pontra lépiink.
10. Ellenkez6 esetben szamitjuk az el6z6leg és most szamolt moltortek eltérését
(négyzetes vagy abszolut érték, mindegy, csak valamilyen értelmes norma

legyen): Z
A=) [y —yel!
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11. Ha a szamitott A eltérés kisebb, mint egy elére megadott kicsiny pozitiv
0, akkor a 14. pontra lépiink (kilépiink a bels6 ciklusbol).
12. Ellenkez6 esetben taroljuk a kapott moltortek értékeét:

11 11
ye;T <y,

13. n értékét noveljiik:
n<n+l

és visszlépiink a 3. pontra (belsg ciklus).

14. Ha o értéke egy el6irt € hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a bec-
stilt nyomast (hémérsékletet) elfogadjuk a keresett nyomasnak (hémérsék-
letnek): p*<p (T* < T), és a szamitast befejezziik.

15. Ellenkez6 esetben modositjuk a p nyomas (T hmérséklet) értékét, és visz-
szatériink az 1. ponthoz (kiilsg ciklus).

Ez a véazlat finomitand6 annak megfelelGen, hogy a kezdeti héfok /nyoméas bec-
slés és az Osszetétel esetleg nem felel meg a kivant fazisnak. Példaul folyadékfazis
szamitasakor a becsiilt hémérsékleten az adott Osszetétel mellett egyetlen valds
gyokot kapunk, és az nagyobb, mint a kritikus térfogat: ez nem hasznélhaté a
folyadékbeli fugacitasok becslésére. Az ilyen jellegt hibak felismerésére és kezelésére
eseti, specialis megoldasok alkalmazhatok.

2.8.5. Para/folyadék megoszlasok szamitasa

Az egyszerd egyensulyi szamitasok esetében mindig ismerjiik az egyik fazis 6sszetételét,
és az egyensulyi ardny alkalmas becslése utan szamithatjuk a masik fazis becsiilt
Osszetételét, annak alapjan pedig fugacitasat. Mivel a megoszlasi feladatoknal egyik
egyensilyi fazis Osszetételét sem ismerjiik, az egyensilyi ardny becslése nem ele-
gendd a fazisok szamitasahoz. Ha viszont ismert a fazisarany, vagy jo becslésiink
van rola, akkor a két fazis Gsszetétele a kovetkezdSk alapjan szamithato:

Ha F, V és L jeloli sorra a tap, a para és a folyadék mennyiségét, tovabba A
jeloli a A = L/ F folyadékaranyt, akkor az alabbi komponensmeérlegek

Fzi =Vy, + Lx; (1=1,2,...,¢)
és az
F=V+L
teljes anyagmeérleg alapjan felirhato a folyadékarannyal kifejezett komponensmér-
s = =Ny (i=12...,0)
A K; egyensulyi ardny ismeretében mindkét fazis Osszetétele kifejezhetd:
2

TENE (i=1,2,...,¢) (2.51)

Xr; =
Kz

P o N— i=1,2,..., 2.52
= Ta-vx U °) (2:52)
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A moltort-osszegeknek 1-et kell adniuk:

Zi: Py (1Zi VK (2.53)

Kizi -
Zi: STOoNE - 1 (2.54)

Adott K; egyensulyi ardanyokhoz megkereshets az a A folyadékarany, ami mel-
lett vagy a folyadék-moltortek vagy a para-moltortek osszege 1-et ad. (A két felté-
tel egyszerre csak akkor teljesiil, ha a A és a K; értékek Osszetartoznak.) Adott
(becsiilt) K; értékek mellett megkereshetd akar (2.53), akar (2.54) A-gydke, amit
(2.51)-ba és (2.52)-be helyettesitve megkapjuk a fazisok Osszetételeit. Az egyik
fazisban (amelyre nézve a gyokot megkerestiik) a moltortek Osszege 1, a masik-
ban a moltorteket normalizalni kell. A (2.53) és (2.54) egyenletek azonban nem
monoton valtoznak a 0 < A < 1 tartoményban, ami numerikus nehézséget okozhat.
Ezért célszerii ezek helyett a kett6 kombinaciojabol szamitani a folyadékaranyt:

WMEZM—ZMZZX%E%%fﬂ (2.55)

Az igy kapott moltortek altaldban egyik fazisban sem elégitik ki az Osszegzési
feltetelt, ezért ezeket (mindkét fazisban) normalizalni kell. Viszonzasképpen a
(2.55)-ben definialt ¥(\) fiiggvény derivéltja, vagyis

d’@/]()\) Z (Kz — 1)221’ > 0

ATy (250)

dA ,

K3

mindig pozitiv, tehat ¥ (\) szigorian monoton ndvekvd fliggvény, ami megkonnyiti
a gyokkeresést.

Az izoterm-izobar és az adiabatikus flash szamitasoknal nem tudhatjuk elGre,
hogy a rendszer valoban kétfazistu-e, illetve, hogy ha nem, akkor folyadék- vagy
para fazisban van-e. Akarmelyik allapotban van is a rendszer a modell szerint, a
szamitds befejezése el6tt csak becsiilt K; egyensilyi ardanyokat ismeriink, melyek
esetleg olyan fazisallapothoz tartoznak, ami eltér a megoldashoz tartozoé értéktsl.
Példaul a modell szerint a rendszernek 98 molszazaléka folyadék és 2 molszazaléka
para, azonban az iterativ szamitas kdzben a becsiilt L; egyensulyi aranyok annyira
kisebbek a valodi megoldasnal, hogy az 100 szazalék folyadékra utal.

Annak feltétele, hogy az adott (becsiilt) K; értékek mellett a (2.55) egyenlet
gyoke 0 és 1 kozé essen, vagyis hogy az egyenlet két fazist jelezzen, a monoton
novekedés miatt az, hogy A = 0-nél negativ, A = 1-nél pedig pozitiv értéke legyen
a () figgvénynek (ekkor esik a gyok a kivant tartomanyba). A 2.2. tablazat
mutatja a végponti értékek 6t lehetséges kombinaciojat, és azok értelmezését.

Ha szamitas kozben a becsiilt K; értékek mellett a (2.55) egyenlet gyoke nem
esik 0 és 1 kozé, akkor a 2.2. tablazat értelmezése szerinti folyadék- vagy péra-
allapotban kell djra szamitani az egyensulyi ardnyokat.
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2.2. tablazat. A (2.55)-ban definialt ¥(\)
fliggvény értékeinek értelmezése

¥(0) | (1) | fazisallapot v = (0)1(1)
<0 | <0 | alahdtott folyadék >0
<0 | =0 | buborékponti folyadék =0
<0 | >0 | két fazis <0
= >0 | harmatponti para =0
>0 | >0 | talhevitett para >0

Izoterm-izobar flash szamitasa

Ebben az esetben a megoszlast (vagy meg nem oszlast) a héfok és a nyomas a brutto
Osszetétellel egyiitt egyértelmiien meghatarozza, és az entalpidk a megoszlas (vagy
meg nem oszlas) ismeretében utdlag szamithatok. (Ha ismert a tap hétartalma,
akkor utolag kiszamithato, hogy mennyi fiitésre vagy htitésre van sziikség a kivant
hofok és nyoméas beallitasahoz.)

VL-TP Algoritmus: Izoterm-izobar flash szamitas ¢/ vagy ¢/v méd-
szerrel

Adott: T, p, és z

Keresett: A, x és/vagy y, és megoszlas esetén K

Becslés: K

1. Szamitjuk az Osszetételtsl fliggetlen adatokat (héfokfiiggs kolesonhatasi
egyiitthatokat, aktivitasi egyiitthaté modell alkalmazasa esetén a tenz-
iokat).

Szamitjuk a ¢(0) és ¥ (1) értékeket, valamint a 1 < ¥ (0)y(1) értéket.
Ha 1) > 0, akkor egyetlen fazist taladltunk és a szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).
Megérizziik a legutobbi K-becslést:

Ol L

Ke, < K;

Megkeressiik a (2.55) egyenlet A gyokét 0 és 1 kozott.

Szamitjuk mindkét fazis Gsszetételét a (2.53) és (2.54) egyenletekkel.
Normalizaljuk az Osszetételeket.

Szamitjuk az egyes fazisok tulajdonsagait a normalizalt Osszetételekkel.
Allapotegyenlet esetében szamitjuk az elegy kevert paramétereit, szamitjuk
a térfogat-gyokoket, kivalasztjuk a megfelels gyokot, és szamitjuk a par-
cialis fugacitasi egyiitthatokat. Aktivitasi egyiitthaté modell alkalmazasa
esetén szamitjuk az aktivitasi egyiitthatokat és sziikség esetén a korrek-
ciokat.

10. A p/p vagy ¢/~ modszer alkalmazasatol fliggéen, a 9. pontban szamitott

© 20N>
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11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

adatokbol szamitjuk a kévetkezs eltérést:

yiol —yllol!
yH !t

0 <=

vagy

Yz PP
oo |-p+ Y LLiE PP

yipy,

illetve ennek megfelelGen egyszertsitett alakjat.

Ha o értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett e hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott x, y, és A adatokkal. A szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor a ¢/¢ vagy ¢/v modszer alkalmazasatol fiiggsen, a 9.
pontban szamitott adatokbol Gjraszamitjuk a K; egyensulyi aranyokat.
Szamitjuk a 1(0) és (1) értékeket, valamint a ¢ < 1(0)1(1) értéket.
Ha 1) > 0, akkor egyetlen fazist taldltunk és a szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).
Szamitjuk a régi és a felajitott egyensilyi ardnyok eltérésének norméajat:

A<22|K61—K1|

Ha A értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett d hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott x, y, és A adatokkal, bar a szamitas pontossaga nem érte
el az ¢ korlatot. A szamitast befejezziik.

Ha nagyobb, akkor visszalépiink az 5. pontra.

Izobar adiabatikus flash szamitasa

Ebben az esetben az entalpiamérleg hatarozza meg a rendszer allapotat, vele egyiitt
az egyensulyi h6mérsékletet.

Legegyszeribb esetben gy jarhatunk el, hogy az izoterm-izobar flash szamitast
egy olyan ciklusba adgyazzuk, amiben a hémérséklet az ismeretlen valtozo:

VL-PQ-szekv Algoritmus: Izobar adiabatikus flash szamitas beagyazott
ciklussal

Adott: p, J, és z

Keresett: A\, T', © és/vagy vy, és megoszlas esetén K

Becslés: K és T

1.
2.
3.

4.

A VL-TP Algoritmus végrehajtasa.
H és/vagy h szamitéasa a kapott fazisosszetételek mellett.
Az entalpia-mérleg hibajanak szamitéasa:

o< M+ (1—NH—J|

Ha a o hiba kisebb, mint egy el6re elhatarozott ¢ korlat, akkor a szamitast
befejezziik.
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5. Ellenkezd esetben moédositjuk T értékét, és visszatériink az 1. pontra.

Az entalpiamérleg hibajanak elGjelébdl lehet kivetkeztetni arra, hogy a hGmérsék-
letet novelni vagy csokkenteni kell.

Gyorsabb szamitast biztosit a folyadékarany és a hémérséklet egyideji felajitéasa,
aminek egyik alkalmas modszere a kétvaltozos Newton-iteracié. Ekkor a (2.55)
egyenlet alabbi értelmezésének

_ (Ki =1z
¢(A,T)_¥A+(1_A)Ki_o (2.57a)
és az alabbi hémérlegnek
CAT)=M+(1-NH-J=0 (2.57b)

az egylittesét, mint A\ és T kétvaltozos kétértékd figgvényét tekintjik. A New-
ton-modszer alkalmazasdhoz szitkség van mindkét fiiggvény mindkét parcialis de-
rivaltjara. A (2.57a) fiiggvény A-szerinti parcialis derivaltjat megadja a (2.56) Gssze-
fliggés. A (2.57b) fiiggvény A-szerinti parciélis derivaltja kozelithets ugy, hogy H
és h \-fliggését elhanyagoljuk:

(acu,T)) h
o\ T
A (2.57b) fiiggvény T-szerinti parcialis derivaltja megkaphat6 az entalpiafiiggvények
derivaltjaibol:
LC()"T) = )\% —(1- )\)a_H
oT Y orT orT

A (2.57a) fliggvény T-szerinti parcilis derivaltja pedig vagy elhanyagolhato, vagy
numerikus differencidlassal szamithato.

VL-PQ-szimu Algoritmus: Izobar adiabatikus flash szamitas szimultan
feliijitassal

Adott: p, J, és z

Keresett: A\, T, ® és/vagy y, és megoszlas esetén K

Becslés: K, T és A

1. Megérizziik a legutébbi K-becslést és A-becslést:
Ke, < K;
Ae <= A
. Szamitjuk a (N, T) és a (A, T) fiiggvényeket és parcialis derivaltjaikat.
. A Newton-moédszer szerint felajitjuk \ és T értékét.

. Szamitjuk mindkeét fazis Gsszetételét a (2.53) és (2.54) egyenletekkel.
. Normalizaljuk az 6sszetételeket.

T W N
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6. Szamitjuk az egyes fazisok tulajdonsagait a normalizalt Osszetételekkel.
Allapotegyenlet esetében szamitjuk az elegy kevert paramétereit, szamitjuk
a térfogat-gyokoket, kivalasztjuk a megfelels gyokot, és szamitjuk a par-
cialis fugacitasi egytitthatokat. Aktivitasi egyiitthatéo modell alkalmazasa
esetén szamitjuk az aktivitasi egyiitthatokat és sziikség esetén a korrek-
ciokat.

7. A ¢/ vagy ¢/v modszer alkalmazasatol fiiggden, a 6. pontban szamitott
adatokbol szamitjuk a kovetkezd eltérést:

IT, 1T

e yiol —yllo)

vagy

7= yip;
illetve ennek megfelelGen egyszeriisitett alakjat.
8. Ha o értéke kisebb, mint egy elére rogzitett € hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott @, y, és A adatokkal. A szamitast befejezziik.
9. Ha nem, akkor a ¢/¢ vagy /v modszer alkalmazasatol fiiggsen, a 6.
pontban szamitott adatokbdl Gjraszamitjuk a K, egyensilyi aranyokat.
10. Szamitjuk a 1(0) és (1) értékeket, valamint a 1) < ¢¥(0))(1) értéket.
11. Ha ) > 0, akkor egyetlen fazist talaltunk és a szamitéast befejezziik.
12. Hanem, akkor szamitjuk a régi és a felajitott egyensulyi aranyok eltérésének
normajat:

%

) yizipg - pP
(Aad2 L 3
—p+ Lt St

Al <~ |)\6 — )\|
Ag <~ Z|K€i —Ki|

13. Ha A; értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett §; hibakorlat és Ay értéke
kisebb, mint egy el6re rogzitett o hibakorlat, akkor két fazis van a szami-
tott x, y, és A adatokkal, bar a szamitads pontossiga nem érte el az e
korlatot. A szdmitast befejezziik.

14. Ellenkez§ esetben visszalépiink az 1. pontra.

2.8.6. Folyadék/folyadék és para/folyadék/folyadék megosz-
lasok szamitasa

A para-folyadék egyensilyi szamitasoknal elGforduld forraspont- és harmatpont-
szamitasokkal analog feladatok a folyadék-folyadék egyensilyok szamitasanal nem
szoktak felmeriilni. Altalaban az a kérdés meriil 51, hogy adott nyomason és hé-
mérsékleten az adott Osszetételd elegy megoszlik-e, és ha igen, akkor hogyan osz-
lik meg két (vagy tobb) folyadék-fazisra. Ennek megfelelGen a folyadék-folyadék
megoszlasi szamitasok az izoterm-izobar flash szamitds mintajara torténnek. Az
egyetlen eltérés az, hogy most /v modszer is hasznéalhato, s6t, ez a gyakoribb. A
két folyadek-fazist © és 11 felss indexszel jeldljiik az alabbi algoritmusban:



2.8. Elegyek fazisegyensilyi szamitasai 114

LL Algoritmus: Izoterm-izobar folyadék-megoszlasi szamitas

Adott: T, p, és z

Keresett: ), folyadékmegoszlasi arény, xf és/vagy x!! és megoszlas esetén K
folyadékbeli megoszléasi ardnyok

Becslés: K

1.

Gl LN

10.

11.
12.
13.

14.

15.

Szamitjuk az Osszetételtd] fiiggetlen adatokat (héfokfiiggd kolesonhatési
egyiitthatokat, aktivitasi egyilitthaté modell alkalmazasa esetén a tenz-
iokat).

Szamitjuk a 1(0) és (1) értékeket, valamint a ¢ < 1(0)1(1) értéket.
Ha 1) > 0, akkor egyetlen fazist taldltunk és a szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).
Megorizziik a legutobbi K-becslést:

Ke, < K;

. Megkeressiik a (2.55) egyenlet A gyokét 0 és 1 kozott (x helyett x! szere-

pel).

Szamitjuk mindék fazis Gsszetételét a (2.53) és (2.54) egyenletekkel (z és
y helyett z! és zI! szerepel).

Normalizaljuk az Osszetételeket.

. Szamitjuk az egyes fazisok tulajdonsagait a normalizalt Gsszetételekkel.

Allapotegyenlet esetében szamitjuk az elegy kevert paramétereit, szamitjuk
a térfogat-gyokoket, kivalasztjuk a megfelels gyokot, és szamitjuk a par-
cialis fugacitasi egyiitthatokat. Aktivitasi egyiitthaté modell alkalmazasa
esetén szamitjuk az aktivitasi egyiitthatokat és sziikség esetén a korrek-
ciokat. /v modszer alkalmazasa esetén a korrekciok szamitasara nincs
sziikség.

A ¢/¢ vagy /v modszer alkalmazasatol fiigg6en, a 9. pontban szamitott
adatokbol tjraszamitjuk a K; egyensilyi ardnyokat.

Szamitjuk a ¢¥(0) és ¥ (1) értékeket, valamint a 1 < ¥ (0)y(1) értéket.
Ha 97 > 0, akkor egyetlen fazist talaltunk és a szamitast befejezziik.

Ha nem, akkor a (2.55) egyenletnek van koztes gyoke (két fazis lehet).
Szamitjuk a régi és a felajitott egyensulyi aranyok eltérésének normaéjat:

A<22|K61—K1|

Ha A értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett d hibakorlat, akkor két fazis
van a szamitott !, ! és )\ adatokkal, bar a szamitds pontossaga nem
érte el az ¢ korlatot. A szamitéast befejezziik.

Ha nagyobb, akkor visszalépiink az 5. pontra.

Az algoritmus gyenge pontja az egyensilyi ardnyok alkalmas becslése. Konnyen
eléfordulhat, hogy a 3. pontban egyetlen fazist kapunk, pusztan a K értékek rossz
becslése miatt. Ugyancsak gyakori hibaja az LL Algoritmusnak, hogy gyakran
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vezet a 12. pontban egyetlen fazishoz, mig a modell szerint az adott Osszetétel két
fazisra valik szét (ez a szétvalt fazisok Osszetételének ismeretében ellendrizhetd).
Ez az un. "trivialis megoldas". Ennek elkeriiléséhez célszerid tigy becsiilni a
K egyensiilyi aranyokat, hogy azok a komponensek szétvalasat eltiiloz-
zak: ha varhatéan K; > 1, akkor K, értékét becsiiljiik tal, ha ellenben K; < 1,
akkor K; értékét becsiiljik alul. Ez sem teljesen biztos moédszer, csak valdszi-
nileg vezet j6 eredményre. A probléma azzal a kérdéssel kapcsolatos, hogy az
adott Osszetételd, nyomasu és hémérsékleti homogén fazis stabil-e, vagy kiilonb6z6
Osszetételd fazisokra valik szét, és hogy miként lehet erre a kérdésre megbizhat6an
valaszt kapni. Ezzel a kérdéssel a 2.10. alfejezetben foglalkozunk.

A para-folyadék-folyadék egyensilyok szamitasanak leggyakoribb (és szerenc-
sére legegyszeriibb) esete a buborékpont-szamitas esetleg kettévalo folyadeékfazis
mellett. E szamitasnal tekintettel kell lenni arra, hogy a para fazis nem valam-
ilyen brutto Osszetételi folyadékfazissal all egyensiilyban, hanem kiilon-
kiilon az egyes folyadékfazisokkal. Ezért a para-folyadék egyenily ellenérzéséhez
ismerni kell az egyes folyadékfazisok Gsszetételét, vagyis a folyadék megoszlasat is.

A folyadékmegoszlas szamitasa elmulasztasanak kovetkezményeit az 1 bar nyo-
masi izobutanol-viz rendszer példajan mutatjuk be. Az egyensulyokat modosi-
tott Raoult-Dalton Osszefiiggéssel, az aktivitasi egyiitthatokat UNIQUAC modellel
szamitjuk; a kolcsonhatasi paraméterek: 493.100 és 87.888 cal/(mol K).

Ha a para-folyadék egyensulyokat brutto folyadékosszetételhez szamitjuk (vagyis
ha nem vessziik tekintetbe, hogy a folyadék szétvalhat), akkor a 2.13 abra szer-
inti eredményt kapjuk. Itt a harmatpontok gorbéje rovid szakaszon "fecskefarok"-
jellegi homérsékletatfedést, az egyensulyi gorbe pedig inflexiot és visszahajlast mu-
tat. Ha ezzel szemben a szamitas soran tekintetbe vessziik a folyadékmegoszlas
lehetdségét, kiszamitjuk a megoszlast, és az egyik vagy méasik folyadékosszetételhez
szamitjuk az egyensulyi parat, akkor a 2.14 abra szerinti heteroazeotrop jelegd,
helyes eredményhez jutunk.

Mivel a két folyadékfazis egymassal egyensilyban van, elegend a para és csak
az egyik folyadékfazis egyensulyét ellendrizni, ebbdl kovetkezik a péara egyensilya
a mésik folyadékfazissal is. Egy lehetséges algoritmus a kovetkezs:

VLL Algoritmus: Buborékponti hémérséklet meghatarozasa folyadék-
megoszlas mellett
Adott: p nyomas és z brutto folyadékosszetétel
Keresett: Tz buborékponti hémeérséklet, f és x egyensilyi folyadékosszetételek,
valamint y egyensilyi paradsszetétel
Becslés: Tp értékét alkalmas T-vel becsiiljiik. A folyadékfazisbeli megoszlasi aranyokat
alkalmas K aranyokkal becsiiljiik. Sziikség esetén a para fazisban érvényes fugac-
itasi egyiitthatokat is becsiiljiik (egyszerd esetben értékik: 1).

1. A becsiilt hmérsékleten kiszamitjuk a héfokfiiggs adatokat (pl. a tenz-

iokat).
2. Végrehajtjuk az LL Algoritmust.
3. Egy n szamlalo értékét nullazzuk.
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4. Szamitjuk az egyik folyadékfazis és a para fazis kozti K™ egyensulyi
aradnyokat.
5. Szamitjuk a para-fazis Osszetételét:

6. Ha n = 0, akkor a 10. pontra lépiink. Egyébként:
7. Osszegezziik a para-moltdrteket:

o <= Z Yi
i
8. Szamitjuk a kapott para-moltortek és a korabbi para-moltort-becslések
eltérését:
A=Y |y — el
i

9. Ha A értéke kisebb, mint egy el6re rogzitett hibakorlat, akkor a 15. pontra
lépiink. Egyébként:
10. Taroljuk a kapott (nem normalizalt) moltorteket:

yei < Yi
11. Normalizaljuk a para-moltorteket:

yi<:&
o

12. Noveljiik a szamlalo értékét:
n<sn+1l

13. Ujraszamitjuk a para fazis osszetételfiiggs adatait, ha a modell tartalmaz
ilyeneket.

14. Visszalépiink a 4. pontra (belss ciklus).

15. Ha o értéke egy el6irt hibahataron beliil megegyezik 1-gyel, akkor a becsiilt
hémérsékletet elfogadjuk buborékponti hémérsékletnek: Tp <= T, és a 17.
pontra lépiink.

16. Ellenkez6 esetben moédositjuk a 7" hémérséklet értékét, és visszatériink az
1. ponthoz (kiils6 ciklus).

17. Normalizaljuk a para-moltorteket:

yi<:&
o

A szamitast befejezziik.

2.8.7. Para-oldali nemidealitas kezelése ¢ /v modszer hasznalata
esetén

A parcialis fugacitasi egyiitthatot altalaban allapotegyenletb6l szamithatjuk. Erdemes
azonban az alabbi két specidlis esetet kiilon targyalni.
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Masodik virialegyiitthat6 alkalmazasa

A péra-oldali nemidealitast legegyszertibben a mésodik tagig (B) csonkitott virial-
egyenlettel irhatjuk le.

Térfogatra kifejezett viridlegyenlet alkalmazasa esetében ennek kom-
presszibilitasra atalakitott forméaja:

BV)
=—=1+ P

RT rr )

Ekkor az adott nyomason és hémeérsékleten a para-oldali fugacitasi egyiitthatot
a mésodik viridlegyiithato fiiggvényében fejezhetjiik ki. Tiszta anyag esetében a
fugacitasi egyiitthaté éppen:
BWp

RT
Ha az elegy mésodik viridlegyiitthatéjat

BV =3~ "y, B
i

alakban szamitjuk, akkor a parcidlis fugacitasi egyiitthaté a kovetkezd alaki:

Inp =

_ P [_pw BV
Inp; = T B +2;y]Bij

Nyomasra kifejezett viridlegyenlet esetében a csonkitott egyenlet kom-
presszibilitasra atalakitott formaja:

_pV B

:_:1
RT * v

(_|_)

Ekkor az adott nyomason és hémérsékleten a para-oldali fugacitési egyiitthatot a
masodik viridlegyiithato fiiggvényében mésképp fejezhetjiik ki. A parciélis fugac-
itasi egyiitthato (2.19) alapjan:

2 (v)
g =—nZ+ zj:ij”

Tiszta anyag esetében a fugacitasi egyiitthato:

2B(®)

Inp=—-InZ
ny n+V

Para fazisban asszocialé komponensek

Mivel az asszociacio tiszta komponens esetében is fellép, a mért (és illesztett) ten-
ziogorbe csak latszolagos egyensilyt ir le. Valéjaban a folyadékkal olyan para tart
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egyensulyt, melyben monomer és dimer (vagy n-mer) molekuldk is vannak. A
folyadékbeli "monomer" valddi tenzidja ezért kisebb, mint a latszolagos tenzid. A
monomer > n-mer kémiai egyensulyi reakcié K egyensilyi ardnyanak és a latszola-
gos tenzidknak az ismeretében kifejezhetSk a komponensek "valédi" moltortjei, és
ennek alapjan felirhat6 a fugacitasi egyiitthat6é értéke. Dimerizacié esetében a fu-
gacitasokkal kifejezett egyensilyi arany:

K — 1zaapaa

) (2.58)
ahol z4 és za4 4 a dimerizal6dé A-komponens monomerjének és dimerjének "valodi"
moltortjei, w4 és paa a megfelels fugacitasi egyiitthatok. A dimerizacié tobbféle
formalizmussal is kezelhetd.

Az egyik lehetséges médszer szerint (Marek, 1955) a (2.58)-ben szerepld
fugacitasi egyiitthato résztortet exponencialis jellegi kifejezéssel kozelitjiik:

B
pAA exp (_P v)

A RT

Legyen K, a "valodi" moltortekkel kifejezett megfelel§ arany:

ZAA pBy
K,=—=pK —_— 2.
2 p K exp ( AT ) (2.59)

Ennek alapjan, ha az elegy asszocidlé A és nemasszocialéo B komponenseket tar-
talmaz, akkor a "valodi" moltortek kifejezése az asszocialdo A komponens esetében:

e \/1 +4K.yA(2 —ya)

24 = 2.60
2Kz(2 - yA) ( )
a nemasszocialé B komponens esetében pedig:
1+2K,(2 - —1+4K,ya(2 —
%5 =yn G-y - ya(2 = ya) (2.61)

2K (2~ ya)?

Adott hofokon és nyoméson a K, ardny K és By ismeretében (2.59) alapjan
szamithato. A dimerizacios egyensulyi ardny Arrhenius-jellegi kifejezéssel kozelit-
hetd a hémeérséklet fiiggvényében:

B
~InK=A- (2.62)

A (2.60) és (2.61) "valodi" moltortek ismeretében a fugacitasi egytitthato kifejezése:

% pB; v
i — —eX —
P P\ TR

Egy masik lehetséges moédszer alacsony nyoméason (kb. 5 bar alatt) a
"valodi" fugacitasi egyiitthatok elhanyagolédsa, vagyis annak feltételezése, hogy az
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n-merizacios kémiai egyensuly kialakuldsa utdn a monomer és n-mer molekuldk a
paraban tokéletes gaz idealis elegyét alkotjak (Marek és Standart, 1954). A par-
cialis nyomasokkal kifejezett dimerizacids egyensulyi ardny definicioja:

K =1 (2.63)

Pa

Az egyensulyi allandot tovabbra is (2.62) kozelitheti. Az Gsszes nyomadst a monomer,
dimer és a nemasszocialé komponensek parcialis nyomasainak osszege adja. Biner
rendszerben (ha A mellett csak B komponens van):

P=pA+paa+pB

Tokeéletes gaz idealis elegyében a latszolagos (mért) moltort a parcialis nyoméa-
sokkal kifejezhetd:
_ DAt 2paa

(2.64)
D+paa
A parcialis nyomas modositott Raoult-Dalton kifejezése
PA = YATADY (2.65)

a monomer parcialis nyoméséat szolgaltatja, ha a képletben szerepls tenzié a hipotetikus
nemdimerizalodé monomer tenziot jelenti. Ugyanakkor ez (2.63) szerint kapcsolat-
ban all a mérhets p,, tenzidval is:

P, = P+ K (p2)°

Ebbdl kifejezhetd a hipotetikus monomer tenzio:

1 - JT—IK (%),

2K

Py =

Ezt (2.65)-ba helyettesitve megkapjuk a monomer parcidlis nyomasat, abbol
(2.63)-mal a dimer parcialis nyomasat, és ezzel hasznalhato a (2.64) Gsszefliggés.

A paraban vegyes dimer molekulék is el6fordul(hat)nak, ezek figyelembe vétele
ugyanilyen forméaban torténhet.

2.8.8. Meért para-folyadék egyensiilyi adatok termodinamikai
ellendrzése

Ebben az alfejezetben csak biner elegyekre vonatkozd mérések ellendrzésével foglalkozunk.
Miel6tt a mért adatokhoz valamilyen aktivitasi egyiitthaté modellt vagy allapot-
egyenlet elegyitési modellt illesztenénk, célszerd ellendrizni, hogy az adatrendszer
kielégiti-e az illesztendé modelltdl fiiggetlen, altalanos termodinamikai Gsszefiig-
géseket. Ilyen Osszefiiggések pl.:

RTIn~vy; =

<8nAEG (2.66)

a’l’Li > T7 D, ﬁ'l
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AP APH
indln v = Vdp — dT (2.67)

RT

Természetesen ezen Osszefiiggések a mért adatokhoz soha nem illeszkednek tokélete-
sen, hanem csak a mérési hibak altal okozott bizonytalansaggal terhelve. Mivel
éppen a mérési hibdk pontosan nem ismertek, a gyakorlati tapasztalatok alapjan
tekintlink bizonyos illeszkedéseket elfogadhatonak vagy elvetendének. A konzisz-
tencia-ellendrzések elsGsorban a rendszeres hibak altal okozott eltérések kisziirésére
alkalmasak, de némi tajékoztatast adnak a véletlen hibak nagysagarol is.

A leginkabb hasznalatos ellen6rzé modszerek a kovetkezdk:

Teriilet-integral ellendrzés és lokalis ellendrzés

Biner elegyben zo = 1—27 = 1—x. A (2.67) 6sszefliggések alapjan biner rendszerre
felirhato: 5 5
dln — = dp — dT 2.68
N T RT P R (2.68)
Kozonséges folyadékelegyeknél az elegyitési térfogatvaltozas nagyon kicsi az egyéb
tényez6khoz viszonyitva, és ezért elhanyagolhato.
Izoterm esetben (Hdla et al, 1967) masodik tagja azonosan nulla, az els6 tag
nagyon kicsi, ezért moltort szerint integralva is kozel nullat kell kapnunk:

1 p(z=1) E
/ lnﬂdxz/ A Vdp’qu
0 V2 p(z=0) RT

Ez az eredeti, és konnyebben hasznalhato modszer. Az aktivitasi egytitthatok
ugyanis alacsony nyomason jol becsiilhetsk tokéletes géz para oldal feltételezésével
(2.50 egyenlet):

_ Yip
iP5

A becsiilt aktivitasi egyiitthatok aranyanak logaritmusat = fiiggvényében abra-
zolva numerikusan vagy grafikusan integralhatunk. Altalaban a [0,1] szakasz egy
részén a fliggvény pozitiv, egy masik részén negativ, és az integral akkor nulla,
ha a fiiggvény és az = tengely kozti két részteriilet egyenls. Ezért nevezik e mod-
szert a teriiletintegral modszerének. King (1969) elemzi a benzol - n-heptan
elegy két (irodalomban kozolt) méréssorat ezzel a modszerrel (2.15 abra). Az iires
korokkel jelzett adatok szerint a negativ tartomanyban lefedett teriilet lényegesen
nagyobb a pozitiv teriiletnél; ez a méréssor hibas. A teli korokkel jelzett adatok
teriiletintegrélja kozel nulla, a méréssor elfogadhaté.

Izobar esetben figyelembe kell venni az elegyitési héket is, amirsl altalaban
nem &ll rendelkezéslinkre mérési adat. Szerves vegyiiletek elegyitési h6i nem tul
nagy és molarisan nem tilsagosan kiilénboz6 értékek, igy az integral értékére elézetes
becslés adhato (Herington, 1951).

%
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2.15. dbra. Benzol — n-heptan, teriiletintegral-ellenérzés, King, 1969

Lokalis ellendrzés: Az integralast nem csak a két végpont k6zott, hanem
rovidebb szakaszokon is elvégezhetjiik. Példaul xp > 0 és v < 1 kozott integrélva
nem kozel nullat, hanem az alabbi értéket kell kapnunk:

TA=TQ
/ In ﬂd:z: =
TA=xP V2

zoInya(zg) + (1 —zg)Inyp(rg) —zplnyalzp) — (1 —zp)lnyp(zp)

Az egész tartomanyon vett integralas soran a lokalis hibdk kiegyenlitédnek.
Eppen ezért a teriiletintegral nem is teljesen megbizhat6 jelz6je a termodinamikai
konzisztencianak, hiszen elfedheti az egyes kiugro lokalis eltéréseket. A lokalis
részintegralok ezzel szemben atfogd képet adnak a mért adatokrol. Ugyanakkor a
részintegralok halmaza sziikségszerten nagyobb eltéréseket mutat, mint a teriilet-
integral, és kiértékeléséhez a hibaterjedési torvényt figyelembe vevé matematikai
statisztikai probakra van sziikség.

Maradékok médszere

Az altalanos termodinamikai Osszefiiggések felhasznalasaval a mért adatok koziil az
egyik fajta (pl. a para-moltort) a tobbi fiiggvényében kifejezhets. Az igy kifejezett
(kiszamitott) és a mért adatok kozti eltérést nevezzitk maradéknak. E maradékok
elemzésével is ellendrizhetjiik az adatok termodinamikai konzisztencidjat. Egy ilyen
moédszert mutatunk be az alabbiakban.
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Izoterm esetben az aktivitési egyiithatok kifejezheték, mint:

AEG
AFPG d RT
Iny, = 7T T (1- {E)T (2.69a)
AEG
AEG d RT
Invy = A T (2.69b)

A péara-oldali nemidealitas elhanyagolasaval kifejezhets az 6ssznyoméas (modosi-
tott Raoult-Dalton Gsszefiiggeés):

AEG AEG
(x) = xp] ex = G—!—(l—x)i +(1—x)ps ex A G—a: RT
PLv) = 2P1 P | "o dz P2 XD\ Tpp Az
(2.70)

A nagy szogletes zarojelben allo kifejezések az aktivitasi egyiitthatokat adjak
meg, a (2.69a)—(2.69b) osszefiiggések szerint. A (2.70) Osszefliggés kozonséges dif-
ferencialegyenlet, melynek megoldasa a AR—ETG = G(z) fiiggvény. A p(x) 6ssznyomas
meért adat, a vizsgalt tartoméany (0 < x < 1) peremén a nyomés megegyezik a ten-
zioval, a tenziok ismertek, ellenben ismeretlen a G(x) fiiggvény. Ezt az ismeretlen
fliggvényt kapjuk meg a differencidlegyenlet numerikus megoldasaval.

Ha megkaptuk a G(z) fiiggvény szamitott értékét az x pontokban, akkor a 7,
és 1o aktivitasi egylitthatokat is szamithatjuk a (2.69a)—(2.69b) Osszefiiggésekbol.
Ezutan nincs akadalya a para-moltortek szdmitasanak minden ismert x pontban:

* _ YiTipg
op
A fenti moédszerrel az y; para-moltdrteket szamitottuk, és e szamitashoz csak a
meért x, p, T adatokat hasznaltuk fel. (A hofokot a tenziok kiszamitasanal hasznal-
tuk.) E szamitott moltortek Osszevethet6k a mért para-moltortekkel, és elvben
azonosnak kell lenniiik:
Ay=y; =y =0

Ha a fent definialt Ay; maradékokat abrazoljuk z fliggvényében, akkor lathatjuk,
hogy a maradék (a hiba) hogyan oszlik el a moltort-tengely mentén. Ha a hiba
egyenletes eloszlast (pozitiv-negativ irdnyban, illetve a tengely mentén hasonléd
meértékd), akkor a hibak véletlen hibaknak tekinthetSk. Ha ellenben a hibak tul-
nyomorészt azonos elGjeliek, vagy az x tengely mentén nagysaguk tendenciézusan
valtozik (pl. monoton csokken vagy né az érték), az rendszeres hibara utal.
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2.9. Modell-paraméterek illesztése és extrapolacid

(Ebben az alfejezetben csak kolcsonhatasi paraméterekkel foglalkozunk, a tiszta
anyagokra vonatkozé modellek paramétereivel nem. Azok hasonloképpen kezel-
hetdk.)

Csak akkor érdemes a modell (vagy modellek) paramétereit az adatokhoz illeszteni,
ha a mért adatok kialltak a termodinamikai konzisztencia-probakat (melyek koziil
kettGt mutattunk be a 2.8.8. alfejezetben).

A modell alakja altaldban olyan, hogy tartalmazza a mért T, p, x, y val-
tozokat, és a konkrét anyagok jellemzGit valamilyen a, b, ... paraméterekkel veszi
figyelembe. Ennek nullara kifejezett (implicit) alakja:

f(T,p,xz,y; a,b,...) =0

Ha megkaptuk a keresett paramétereket, akkor érdemes elemezni az illesztett
paraméterek szérasat a varhato érték koriil. A biner kdlcsonhatasi paraméterek
erGsen korrelaltak, és a paraméterpar pontjat az ellipszis hossztengelye men-
tén elmozdithatjuk anélkiil, hogy a modellb6l szamitott eredmények lényegesen
megvaltoznanak. (A célfiiggvényben hosszu, kozel egyenes nyomvonalia lapos drok
fut a hossztengely irdnyaban, melynek minimuma csak bizonytalanul allapithaté
meg.) Ezért kiilonbozs illetszési modszerekkel, vagy akar azonos illesz6modszerrel,
de kiilonb6z6 méréssorokhoz illesztve latszolag teljesen kiilonb6z6 paraméter-
parokat kapunk, melyek azonban kézel egyforman jol (vagy kézel egy-
forman rosszul) irjak le a mérési eredményeket.

Az empirikus modellek illesztett paraméterei altalaban csak a vizsgalt héfok-
és nyomaéastartomanyban érvényesek. Elsésorban a héfokra érzékenyek, kiilonésen
a folyadék-folyadék megoszlast leiré paraméterek.

Extrapolalhatok azonban (tapasztalat szerint) a biner rendszerre illesztett
paraméterek a tobbkomponensi rendszerek szamitasara, valoszintileg azért, mert
a terner és tobbkomponensd kolcsonhatési energidk és elrendezddések hatésa a
para-folyadék egyensilyokra nagysagrenddel kisebbek a biner hatasoknal. Forditva
nem érdemes eljarni: ha terner mérésekre illesztiink paramétereket, akkor azok
tapasztalat szerint nagyon rosszul irjdk le a biner rendszerek viselkedését. Ez va-
loszintileg azért van igy, mert mig biner rendszerekre illesztés esetén a két vég-
pont adatait a tenzié-Osszefliggések pontosan megadjak, addig a terner rendszerekre
illesztésnél az Gsszetételi haromszog éleinek (széleinek) viselkedését ilyen Gsszeflig-
gés nem adja meg.

Nem extrapolilhaték a biner folyadék—folyadék megoszlasi mérések ered-
ményei terner megoszlasokra, de a terner rendszerre illesztett paraméterek ex-
trapolalhaték a tobbkomponensi rendszerek szamitasara.

Nem extrapolalhaté  folyadék-folyadék egyensulyok leirdsara a para-folya-
dék egyensulyra illesztett modell, és viszont. Az empirikus modellek egyike sem
olyan jo, vagyis nem all olyan elméleti alapokon, hogy ezt biztositana. Sajnos,
ugyanazon anyagrendszer esetében is két kiilon paraméter-rendszert kell illeszteni
és hasznalni a para-folyadék és a folyadék-folyadék egyensiily leirasara.
Ez még a para-folyadék-folyadék egyensulyok szamitasanal is rendszerint igy van.
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2.10. FAazisok stabilitasanak ellenérzése

A homogén fazisok koncentracio- és térfogatingadozasokkal szembeni stabilitasa-
nak ellendrzése részben a kozonséges folyadék-folyadék egyensulyok szamitasanal,
részben nagynyomasu fazisegyensulyok szamitasanal okoz nehézséget. (K6zonséges
koriilmények kozti para-folyadék egyensilyok esetében a szokasos buborékpont- és
harmatpont-szamitasok jol mikodnek.)

A folyadék-folyadék egyensulyoknal kialakulo helyzetet biner rendszereken lehet
jol szemléltetni, bar val6di numerikus probléma a tobbkomponenstd rendszerek
szamitasanal meril f6l. A folyadék-folyadék egyensilyt (vagy megoszlast) adott
hémeérsékleten és nyomason vizsgaljuk, ezért az egyik komponens x moltortje az
egyetlen fiiggetlen valtozo6, melynek fiiggvényében abrazolhatjuk a szamitott AP G
szabadentalpia-tobbletet (2.16 abra). A fiiggvény valamely pontjahoz huzott
érintd a kémiai potencialt metszi ki a megfelel6 tengelyb6l. (Az x =0ésazz =1
helyen az egyik ill. a masik komponens kémiai potencialja olvashato le.)

AEG
0( vlw gy z Yo 1 2
p(z) f—L
\
7 \

-0.12

2.16. dbra. Metanol — ciklohexan elegy AFG fiiggvénye 20 C hémérsékleten

A APG(x) fiiggvény az z moltortd (hipotetikusan) homogén fazis szabadentalpia-
tobbletét mutatja az adott h6fokon és nyoméson. A szabadentalpia egyensilyi mini-
mum-tulajdonsiga miatt a z dsszetételd homogén fazis akkor stabil, ha szétvalassal
nem képzédhet két vagy tobb mas, pl. ! és 2! Gsszetételd, egymassal egyensilyt
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tarté homogén fazis tgy hogy
MEG) + (1 = NAFG(') < APG(2) (2.71)

ahol z = Az + (1 — \)z!!. Ha a (2.71) egyenlStlenség fennall, akkor a z dsszetételt
homogén fézis instabil. Ha az 2! és 2!l &sszetételdi homogén fazisok 6nmagukban
stabilak és egymassal egyenstlyban allnak, akkor z, z! és x!! viszonya az anyag-
mérleggel egylitt megadja a fazisok aranyat. A z Osszetételd homogén fazist akkor
tekintjiik stabilnak, ha semmiféle 2! és /! kombinaci6é melett nem teljesiil a (2.71)
egyenlGtlenség.

Vannak olyan Osszetételek, melyekrél konnyen igazolhatd, hogy instabilak. Ny-
ilvanvalo, hogy a z Osszetételii homogén fazis nem stabil, ha a APG(x) fiiggvény a
z helyen alulrél homort. Matematikailag: a z pont instabil, ha

(ML < 0 (2.72)

dz?

A (2.72) feltétel megforditasa (forditott irdnyu egyenlStlenség) nem elégséges
feltétele a stabilitasnak. A 2.16. abran a z pont kétségteleniil instabil, mert
ott a APG(z) fiiggvény homort, vagyis teljesiil a (2.72) feltétel. Ugyanakkor az
w Osszetételnél a (2.72) feltétel nem teljesiil, az elegy mégis instabil, mert az z!
és o'l Bsszetételd pontokhoz hizott kozos érinté a AFG(w) pont alatt huzodik,
tehat ott a kombindlt szabadentalpia kisebb, mint a megfelel6 homogén fazisban.
Jeloljiik yi-gyel és yo-vel azokat az Osszetételeket, melyekben a masodik derivalt
elGje megvaltozik:

d2AFG(z)
()™
T =Y1,Y2

Az y; és yo Osszetételd pontok kozott a (2.72) feltétel minden pontban teljesiil.
Ebben a tartoméanyban a folyadékelegy lokalisan instabil. Az x! és z!! dsszetételi
pontok kozott a folyadékelegy globalisan instabil. Az x! és vy, illetve az z!! és
y2 pontok kozott lokalisan stabil, de globalisan instabil. A lokalisan stabil, de
globalisan instabil Osszetételi pontokat metastabil pontoknak nevezziik.

A latszat ellenére az z! és z!! sszetételd pontok nem azonosak a AFG(x)

fliggvény q1 és g2 minimumhelyeivel, vagyis ahol

(dAEG(x)> 0
dz T=q1,q2

I 6s 2T pontokhoz huzott kozos

mivel a minimumbhely érintGje vizszintes, mig az x
érint6 altalaban nem.

Ha az x! és x!! 6sszetételd homogén fazisok dnmagukban stabilak és egymés-
sal egyensilyban vannak, akkor komponensenként azonos a kémiai potenciil, amit
az érint6 metsz ki a megfelels tengelybdl, ezért kozos az érinté. A kémiai po-
tencialok azonossaga, vagyis a koz0s érinté sziikséges, de nem elégséges

feltétele a fazisegyensilynak. Ha a AP G(z) fiiggvénynek haromnal tobb lokalis
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szélsGértéke van, akkor tobb olyan kozos érintét is behuzhatunk (részoptimalis
megoldésok), melyek értéke a z pontban nagyobb, mint a minimum, melyet az
x! és 2! pontokhoz hiizott kozos érint6 = z pontja ad meg. A kémiai poten-
cidlok azonossagat az x! = z és 2! = z pontokhoz (vagyis azonos Osszetételi
pontokhoz) hazott kozos érinté is kielégiti, ez az Gn. trivialis megoldas. Min-
den részoptimaélis megoldés a maga kornyezetében lokalisan optimadlis. A stabilitasi
feladat megoldasahoz a globalis minimumot kell megkeresni.

Osszes lokalis szélsGértékének és inflexios pontjanak felderitésével, majd a megfeleld
tartomanyon a kozos érinték megkeresésével és kiértékelésével megoldhats. Tob-
bkomponenst elegyek esetében azonban nem egyetlen x moltort a fiiggetlen valtozo,
a tartoméany gyakorlatban értelmes id6 alatt nem jarhat6 be, nem keresheté meg az
Osszes lokalis szélsGérték és inflexios pont, valamint a tobbértékd fiiggvények egyéb
jellemz6 pontjai és vonalai.

A t6bbvaltozos globalis minimumkeresés tetszdleges alaki folytonos fliggvény
esetére egészen a legutobbi idSkig (napjainkig) matematikailag megoldatlan volt.
Egyes konkrét modell-alakokhoz kiilon-kiilon kell (kellett) kidolgozni azokat a kon-
vex kozelitéseket, melyek felhasznalasaval hosszadalmas keresés utan garantalhaté
a globalis optimum megtalalasa.

Ha az alkalmazott modellhez ilyen médszert még nem dolgoztak ki, vagy ha a
keresés megengedhetetleniil hosszadalmas, akkor a gyakorlatban bevélt olyan méd-
szereket lehet alkalmazni, melyek nem garantéljak ugyan a globélis minimum meg-
talalasat, de jo eséllyel mégis hasznalhatok. Ilyen pl. az LL Algoritmus utan irt
megjegyzés az egyensilyi szétvalas tulbecslésérsl.

Para-folyadék fazisegyenstulyok esetében a feladat annyiban bonyolodik, hogy
esetleg a kialakuld fazisokat jellegiiktdl fliggGen eltéré modellel irjuk le, vagyis nem
egyetlen APG(x) fiiggvényt alkalmazunk, hanem két ilyen fiiggvény kozos érintGjét
keressiik. Altalaban nem csak két, hanem harom vagy négy fazis is el6fordulhat, és
elére nem tudhaté az egyes fazisok varhato Gsszetétele.

Ujabban az intervallum-aritmetika kifejlsdésével lehet6ve valt nemlinearis egyen-
letek Osszes gyokének megkeresése (pl. az tn. intervallum-Newton iteracidval),
és lehet6vé valt altalanos alaka célfiiggvény és korlatok mellett a globalis op-
timum helyének megbizhaté numerikus keresése is. A fazisegyensulyi feladatok
szamitdsaban e modszerek felhasznaldsa, az aktuélisan mikdds algoritmusok ku-
tatasa egészen 1j fejlemény.

2.11. Ellen6rz6 kérdések
1. Mi a fugacitas?
2. Sorolja fol a legismertebb allapotegyenleteket! Milyen fajtai vannak?

3. Adott héfok és nyomaés és tiszta anyag esetében a fazisegyenstly ellen6rzéséhez
milyen termodinamikai adatokkal szamithatjuk azokat a fugacitasi egyiit-
thatokat, melyeket Ossze kell hasonlitani?
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. Hogyan fejezheté ki a parcialis fugacitas dllapotegyenletbdl szamitott adattal?

Hogyan fejezhet6 ki elegyitési tobblet modellbdl szamitott adattal?

. Mire val6 a Poynting—korrekcio? Mikor hanyagolhato el?
. Mik azok az elegyitési modellek, és mik a keverési modellek?
. Mi a kiilonbség a racsmodell és a cellas modell kdzott?

. Sorolja ol a legismertebb, ill. leginkabb alkalmazott aktivitasi egyiitthat6

modelleket?

. Mit neveziink moédositott Raoult—Dalton térvénynek?

Irja le a legegyszeriibb buborékpontszamité algoritmust adott nyomas és
folyadékosszetétel esetén, ha a folyadék nemidealitasat aktivitasi egyiitthato
modellel irjuk le, a para fazis nemidealitasat pedig elhanyagoljuk!

Hogyan mikoédik az izoterm-izobar flash szamitas? Hogyan miikodik az
izoterm folyadék—folyadék megoszlas szamitasa? Hogyan mikodik a legegy-
szertibb haromfézisi buborékpont—szamitas?

Mi a teriiletintegral-ellenGrzés?

Milyen mérésekre illesztett adatok alapjan szamithatunk 3-komponensi és
4-komponenst para—folyadék egyensulyokat? Es folyadék—folyadék egyensu-
lyokat?
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3. fejezet

Numerikus moédszerek

3.1. Zérushelyek

Differencial- és integralkifejezést nem tartalmazo egyenlségek vatozdinak olyan
értekét (vagy olyan értékeit) keressiik, ahol az egyenlGség teljesiil. Példaul kétval-
tozoés egyenletrendszer az alabbi:

sin(x + 2y)/2* = —28.3
z? + cos(y) = 3.5xy

Azt mondjuk, hogy x és y egyiitt megoldasa az egyenletrendszernek, ha mindkét
egyenlSség teljesiil. Vezessiink be két uj valtozot (f és g), melyek z és y fliggvényei:

f(z,y) = sin(z + 2y) /2% 4+ 28.3
g(z,y) = 2* — 3.52y + cos(y)

Az f(z,y) és g(x,y) fiiggvények értéke altalaban nem nulla. Azt mondjuk, hogy
x* és y* egylitt megolddsa az egyenletrendszernek, ha teljesiil

f(x*ay*> =0
g(x*,y*) =0

Ekkor az [z*, y*] egylittest az egyenlet(rendszer) zérushelyének nevezziik. Nem
minden egyenletnek van zérushelye, és egy-egy egyenletnek tobb zérushelye is lehet.
Adott x és y mellett az f(x,y) és g(x,y) fliggvényértékeket e fliggvények maradéka-
nak nevezzikk. z* és y* egyiitt megoldasa az egyenletrendszernek, ha ezen x
és y értékeknél az f(z,y) és g(z,y) maradékok értéke nulla. A zérushelyet az
{f(z,y),9(z,y)} figgvény(par) zérushelyének is mondjuk.

131
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Az egyenlet(rendszer) altalanos alakja:
fl(.Il,.IQ, . {En) = 0

fg(l‘l,xg,...l'n) =0

fm(z1,22,...2,) =0

Itt mind az m darab f1, fo,... fm valtozo elvben fiigg(het) mind az n darab x;, x2,
... Xy valtozotol. Az xq1,xo,. .. x, valtozokat fiiggetlen valtozoknak, az fi1, fo, ... fm
valtozokat fiiggd valtozoknak hivjuk.
Az egyenletrendszer tomor irdsmodjaban mind az x, mind az f valtozokat tom-
bként (vektorként) jeloljik:
flx)=0

Az egyenlet zérushelyét mindig egy adott tartomanyon keressiik, példaul egyval-
tozos esetben egy intervallumban. Altaldban azonban a vizsgalt tartomany a teljes
tér is lehet.

Az altalanos egyenletnek (egyenletrendszernek) létezhet megoldésa akkor is, ha
m < n és akkor is, ha m > n.
1. Példa,n =1, m = 2:

f(x,y) =32(y — 4)

Az [z, y] paros [0, 4] értékénél f = 0, tehat a [0, 4] értékpar zérushelye az f(x,y) =0
egyenletnek.
2. Példa, n =2, m=1:
flx) =3(z+2)

glz) =1+4=x/2

Az x = —2 helyen mind f(z), mind g(z) értéke nulla, vagyis a —2 érték zérushelye
az {f(z) =0, g(z) = 0} egyenletrendszernek.

A mérnoki gyakorlatban az m = n eset a legfontosabb. A fiiggetlen valtozok n-
dimenzios terében egy pontot (a zérushelyet) altalaban n fliggetlen egyenlettel lehet
kijelolni. Példaul az (x, y) sikon (n = 2) egy folytonos és sima vonalat (egyenest
vagy gorbét) egy kétvaltozos f(x,y) = 0 egyenlet ir le (esetleg atrendezhets y =
f*(x) alakba). Egy maésik vonalat egy g(z,y) = 0 egyenlettel irhatunk le. Ha
a két vonal metszi egymast, akkor a metszéspont az {f(x,y) = 0, g(z,y) = 0 }
egyenletrendszer zérushelye.

Ha ezekbdl elvesziink egy egyenletet (pl. csak az f(z,y) = 0 egyenletet hagyjuk
meg), akkor altalaban végteleniil sok megoldast kapunk. Folytonos f(z,y) = 0
vonalnak folytonosan végtelen sok megoldasa van (t.i. a vonal minden pontja).

Ha ellenben az {f(z,y) = 0, g(z,y) = 0} egyenletrendszerhez hozzavesziink
még egy véletlenszerten kivalasztott harmadik, h(x,y) = 0 vonalat is (m > n),
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3.1. dbra. Felez6 modszer

akkor nagyon kicsi a valoszintisége, hogy a h(z,y) = 0 vonal atmegy az {f(x,y) =
0, g(x,y) = 0} egyenletrendszer zérushelyén. Természetesen lehet ilyen vonalat
talélni, s6t, végtelen sok ilyen vonal van, de a zérushely meghatarozasahoz elegendd
két egyenlet, a harmadik folosleges. Még ha mindharom egyenlet ugyanarra a
valés miiszaki problémara vonatkozik is, és helyesen van felirva, akkor is kénnyen
elfordulhat, hogy a mérési vagy szamitasi pontatlansag kovetkeztében a harom
egyenletnek nincs k6z6s megoldasa, mig barmely két egyenlet megoldasa a helyes
eredmény jo kozelitését szolgaltatna.

Ebben a fejezetben az m = n esetnek megfelel§ nemlinearis egyenletek nu-
merikus megoldasaval foglalkozunk. A linearis egyenletrendszerek megoldasi mod-
szereit ismertnek tekintjiik.

3.1.1. Tartomanysziikité6 moédszerek
Felez6 modszer

A felez6 modszer egyvéltozos, a vizsgalt tartoményon szigortian monoton névekvs
vagy szigoruan monoton csokkend fliggvények zérushelyének megkeresésére alka-
Imas.

Szigortian monoton novekvé fiiggvény pl. az f(xz) = 1/(3 — z) — 0.5. Ennek
zérushelyét keressiik pl. a [0.2,2.2] zart intervallumban (3.1. abra). A zérushely
pontos értéke: 1.0. A felez§ mobdszer szerint megvizsgaljuk a fliggvény elGjelét
az intervallum két végén. Esetiinkben a baloldalon a fliggvény értéke negativ (kb.
-0.142857143), a jobboldalon értéke pozitiv (pontosan 0.75). Csokkend fliggvény es-
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etén az elGjelek ellenkezdek lennének. Ezutan kiszamitjuk az intervallum felezépon-
tjat. Esetiinkben ennek helye: x = (0.2 4+ 2.2)/2 = 1.2. Megvizsgéljuk a fiiggvény
elGjeléet a felezGpontban. Ez esetiinkben pozitiv (értéke: 0.05555555...). Ha a
felez&pontban vett elGjel megegyezik a baloldali elGjellel, akkor a felezGpont lesz
az 4j baloldal, és igy szikitjiik az intervallumot. Esetiinkben ennek ellenkezgje
teljesiil: a felez&pontban kapott elGjel a jobboldali elGjellel egyezik meg. Ezért a
felez6pontot az Gj jobboldalnak tekintjiik, és a zérushelyet most mar csak a [0.2, 1.2]
intervallumban keressiik. A kovetkez6 lépésben ismét kiszamitjuk a felezGpontot
(értéke: (0.2 4 1.2)/2 = 0.7), ebben vizsgaljuk a fiiggvény elGjelét (negativ), és a
megegyezd elGjeld oldal hatarpontjat a felez6pontba helyezziik.

Az eljarast ismételve egyre sziikebb intervallumban keressiik a zérushelyet. A
keresést akkor hagyjuk abba, ha a felez6pontban kapott fiiggvényérték elegendGen
megkozeliti a 0.0 értéket, vagy ha az intervallum elegendGen szik, vagy ha az
intervallum két végén az elGjelek megegyeznek.

Ha valamely lépésben azt tapasztaljuk, hogy a keresd intervallum két végén az
el6jelek megegyeznek, akkor vagy nem monoton véltozasu a fiiggvény (ekkor az
eljaras nem hasznalhato), vagy monoton valtozést, de a zérushely nincs a vizs-
galt intervallumban (ekkor meg kell keresni azt az intervallumot, melynek két vége
ellenkez elGjeld).

Az eljaras azért mikodik, mert a megegyezs elGjeld pontok kozti szakaszon a
monoton valtozo fliggvény nem valt elGjelet, tehat ott nullpontja (zérushelye) nem
lehet. Az ilyen szakaszok kizarhatok a keresésbdl.

Altalanosabb tartomanysziikité médszerek

Nem monoton valtozasu fiiggvények, és tobbdimenzios tér folotti egyenletek tar-
tomanysziikité megoldasanak két médszercsoportja ismert.

Az un. intervallum-algebra az egydimenzids intervallumokkal és tobbdimenz-
ios téglatestekkel a valos szamokra alkalmazott miveletekhez hasonlé 6sszeadést,
kivonéast, szorzast és osztast definial, és ezek felhasznélasadval megbizhatoan talbec-
stili a vizsgalt X tartomanyon (x € X) az f(x) fliggvény értékkészletét, ugyanakkor
moédszerei biztositjak az elegendGen szoros becslést is. Az értékkészlet és a vizsgalt
tartomany folotti derivaltak értékkészleteinek alapjan szikiti azt a tartoményt,
ahol zérushely fordulhat els.

Az an. kizaré fiiggvény modszer a vizsgalt tartomanyba esé valamely pont, az
e pontban vett fiiggvényérték (maradék), és egy tetszGlegesen valasztott z érték
fliggvényében olyan tartomanyt hatiroz meg, mely folott a fiiggvény értéke kisebb
(vagy nagyobb, tetszés szerint), mint z. Ezt a kizarhato tartomanyt, mint a mon-
dott valtozok fiiggvényét, nevezziik kizard figgvénynek. Ha z értékét nullanak
valasztjuk, akkor a kizaro figgvény értéke (az an. kizar6 tartomény) és a vizsgalt
tartomany metszete biztosan nem tartalmaz zérushelyet.

Mindkét modszerfajta alkalmas annak megbizhaté elddntésére, hogy adott tar-
toményon létezhet-e zérushely. Alkalmasak ennek folytan adott tartoményon tobb
zérushely elkiilonitésére, és az Osszes zérushely megkeresésére. Mindkét modszer a
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zérushely-keresésnél altalanosabb szélsGérték-keresés specidlis esetét valdsitja meg.
Mindkét modszer alkalmas globalis szélsérték-keresésre.

E két modszercsoport leirdsa 6nalld jegyzetet igényelne, ezért ezeket itt rés-
zleteikben nem targyaljuk.

3.1.2. Pontkozelité modszerek

A pontkozelité modszerek a keresett @* zérushelyet az x(©, () k=1 zK)
1) . sorozattal fokozatosan kozelitik. Az x(9) pont a zérushely kezdeti
becslése, altalaban az x®) pont a zérushely k. becslése. A fokozatosan kdzelits
moédszerek eljarast adnak a kozelitések egymés utani szamitasara. A legegyszertibb
esetben a zérushely k. becslésére az éppen megel6z6 kozelitést hasznaljak fol:

z®) = g(xF-) (3.1)
Bonyolultabb esetekben tobb el6z6 becslés értékét is felhasznéljuk:
) = g(axk—D gk=2) gk=3)" " (3.2)

A pontkozelitd modszerek a fenti (3.1) és (3.2) fiiggvények megadasanak modjaban
kiilonboznek.

Tetszbleges f(x) = 0 egyenlet atalakithato © = g(x) alakba, példaul a g(x) =
f(x) + « definicioval, de szadmos mas modon is. Az atalakitas utan az (3.1) alak
hasznalhato.

Szamos pontkozelité modszer ismeretes, melyek a kezdeti becslésbél kiindulva,
illetve adott szamu (el6z6) becslés ismeretében a vizsgalt fliggvényt valamely ismert
fiiggvénnyel (pl. adott fokszamu polinommal) kozelitve a kozelits fliggvény zérushe-
lyének analitikusan meghatarozott értékét tekintik a zérushely tjabb kozelitésének.
E modszerek koziil itt csak a fokozatos linearizalas modszereit mutatjuk be, melyek
az elséfoku kozelitésen alapulnak.

Konvergencia és csillapitas

A fokozatos kozelités akkor sikeres, ha az (), M, =D gk gkt
sorozat egy x* zérushelyhez konvergdl. A gyakorlatban akkor tekintjiik sikeres-
nek az eljarast, ha az egy alkalmasan megvalaszthato x(®) kezdeti becslésbdl, a
kivant zérushelyhez, és elég gyorsan konvergal.

A konvergenciaval kapcsolatos gondokat legjobban az egyvaltozos esetben, az
(3.1) alak hasznélata esetén tudjuk szemléltetni. Legyen ugyanis y = g(x) és abra-
zoljuk a g(x) fliggvény grafikonjat az y — = derékszogi koordinata-rendszerben.
Ekkor az f(xz) = 0 egyenlet zérushelyeinél, pontosabban a vele ekvivalens z = g(x)
egyenlet zérushelyeinél a g(z) fiiggvény grafikonja metszi a 45-fokos y = x egyen-
est. Keressiik példaul az sin(rz) = 0 egyenlet zérushelyeit (m = 3.141591...)
az x € [—0.5,2.5] intervallumon. (A zérushelyek: x = 0, z = 1, és ¢ = 2.)
Ebben az esetben f(x) = sin(rz), és legyen példaul g(x) = z + sin(mx)/4. A
3.2. abra mutatja a g(z) fliggvény grafikonjat, a 45-fokos egyenest, és az egymas
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3.2. dbra. g(x) = x + sin(rx)/4
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utan kovetkezd kozelitéseket, ha a kezdeti becslés az egyik esetben xyp = 0.25,
a masik esetben zy = 1.72. Mindkét sorozat az x = 1 zérushelyhez tart. Az
x = 0 és az x = 2 zérushelyek nem kozelithetSk, azok kornyezetébdl az (3.1) sz-
erinti sorozat tavolodik. Azt mondhatjuk, hogy az x = 1 zérushely stabil, mig az
x = 0 és az ¢ = 2 zérushelyek instabilak. A zérushelyek stabilitasa a g(z) flig-
gvény grafikonjanak meredekségétdl fligg a zérushely kérnyezetében. Bonyolultabb
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3.3. abra. g(x) = 3.5z — 1.5z>

helyzet adodhat els, ha a g(z) fiiggvény elegenden visszahajlik. Példaul legyen
g(z) = 3.5x — 1.5z (3.3. &abra). Akérhonnan inditjuk a sorozatot, nem jutunk
a zérushely (z* = 1.6666 . ..) kozelébe, hacsak nem éppen a zérushelytsl inditunk.
Az x = 1 pontbdl az = 2 pontba jutunk, onnan pedig éppen vissza az ¢ = 1
pontba, majd ez a ciklus ismétSdik. Ha a sorozatot az x = 0.8 pontbdl inditjuk,
akkor az egymaést kovets kozelitések az dbra szerint haladnak, majd a [1.168729824,
2.041660282, 0.893245927, 1.929528315] pontnégyes kozelébe konvergalnak. Nem
is tul bonyolult g(x) fiiggvény esetében a fliggvény parameétereinek és a sorozat



3.1. Zérushelyek 138

kezdGértékének fiigvényében létrejohetnek két, harom, négy, stb., tetszélegesen sok
pontbol all6 ciklikus hatarhalmazok. Ekkor a sorozat nem egy ponthoz konvergal,
de nem is divergdl, hanem vagy véges sok pont kozott valtakozik, vagy latszolag
rendszerteleniil vesz {0l értékeket.

A fenti észrevételek akkor is helyénvalok, ha a zérushely-keress eljarasbol nem
azonnal nyilvanvald, hogy az (3.1) vagy az (3.2) alakot hasznaljuk, hanem az
x*=1 - 2(k=2) " sth, korabbi kozelitések mellett az f(z) fiiggvénynek e helyeken
vett maradékai szerepelnek az =(®) 1j kozelités kiszamitasara szolgalo Osszefiiggés-
ben. Ekkor is az %) = ... 6sszefiiggés jobb oldala tekintends g(z*=1, z(*=2) )
fiiggvénynek.

Tobbvaltozos zérushely-keresés esetén szemléltetni sem tudjuk az el6forduld
sorozattipusokat. Mindenesetre levonhat6 a kovetkeztetés, hogy az z*) = g(w(k_l))
illetve az x®) = g(:c(k_l), xk=2) gh=3) .) fiiggvény alakjatol és a kezdeti bec-
sléstdl fiiggGen lehet az eljaras konvergens vagy nem konvergens. Egyes alakok egyes
becslésekkel jo helyre konvergalnak, mas alakok ugyanazon becsléssel, vagy ugyana-
zon alakok mas kezdeti becslésekkel esetleg nem konvergalnak. Nincs altalanosan
hasznalhat6, minden esetben j6l konvergal6é pontkézelité eljaras. Min-
den feladattipusra tapasztalati aton kell megkeresni az alkalmas zérushely-
keress eljarast és annak alkalmas kezdeti becslé modszerét.

Ha az éppen valasztott eljaras nem konvergal, vagy lassan konvergal, esetleg os-
zcillal, akkor a csillapitdas modszerével egyszerten és olcson nyerhetiink moédositott
z®) = g(x®=D) illetve *) = g(x*~1) 22 2*=3) ) alakokat. Legyen (az
altalanos esetben)

z®) = qz*-1 4 (1- a)g(w(k_l),w(k_2), zF=3) J) (3.3)

Itt a az un. csillapitasi tényez6. Ha a = 0, akkor az eredeti eredeti eljarast
nem modositottuk, vagyis nincs csillapitds. Ha o = 1, akkor a legutobbi becslést
nem modositjuk, vagyis ekkor a g(...) fliggvény nem jatszik szerepet. Ekkor azt
mondjuk, hogy a csillapitas 100 %-os. Ha 0 < « < 1, akkor az 4j becslés a
legutobbi =1 pont és az eredeti g(...) eljaras altal javasolt pont kozé huzott
egyenes szakaszra esik, és « irja el6, hogy a szakasz melyik végéhez legyen kozelebb.

Harmédszer (szel6 médszer)

Egyvaltozos fiiggvények esetében két kiilonbozs 2~ és 2(#=2) becslésbél az f(x)
fiiggveny megfelels f*—1 = f(z=1) es =2 = f(x(*=2)) maradékai szamithatok,
és ezek egyiitt az f — o sik két kiilonboz6 pontjat hatarozzak meg: (x(F=1 f(k=1))
és (:C(k_z), f(k_2)). E két pontra illesztiink egy h(z) = ax + b egyenest, majd ennek
zérushelye lesz a kovetkezo kozelités, vagyis =(F) .

A h(z) = ax + b egyenes illesztése azt jelenti, hogy az egyenletnek mindkét

ponton at kell haladnia, vagyis teljesiilnie kell az aldbbi két egyenlGségnek:
f(k_l) =az*Y 4 p

f(kfz) =az*2 +p
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3.1. tablazat. Hurmodszer, elsé példa

139

k () )

0 0.2 -0.142857143
1 2.2 0.75

2 0.52 -0.096774194
3 0.712 -0.062937063
4 1.06912 0.017898575
5 | 0.99004672 | -0.002475998
6 | 0.999656015 | —8.6%107°
7 | 1.000001712 | 4.3x%10°7
8 1 —74%10"1

A két egyenletet egymasbol kivonva kapjuk: fF=1 — f(k=2) — g(g(k=1) _ g(k=2)),

ahonnan
f(k—l) — f(k—2)

T 20D — 4(h-2)

b= f=1 _ g1

a

A h(z) = ax + b = 0 egyenlet zérushelye = —b/a-nal van, vagyis az 4j kozelités
igy szamithato:
L) _ (k1) _ = i = =)
=1 _ 4 (k—2)
Ez az Osszefiiggés jol kifejezi a kozelités lényegét, és analog kifejezés az aldbb tar-
gyalt médszerek képleteivel. Lényegesen kevésbé informativ, viszont egyszertibb az
alabbi, atrendezett alak:

FO=DB=2) _ p(k=2) (k1)

(k) _
S FO=D _ fh-2)

Vegyiik példanak megint az f(z) = 1/(3—z)—0.5 fliggvényt, amit a felez6mod-
szer megvilagitasanal mar hasznaltunk.

Legyen a két kezdeti becslés elgszor a felez6modszernél alkalmazott kezdeti in-
tervallum két pontja: z(® = 0.2 és (V) = 2.2. A megfelel6 maradékok: f(©) =
—0.142857143 és f() = 0.75. A két pontra illesztett egyenes az z(2) = 0.52 pont-
ban metszi az abszcisszat, ez az Gj kozelités (3.4. abra). A kozelitések sorozatat az
3.1. tablazat mutatja. Legyen most a két els6 kozelités: 20 =226s2M =16 .
Ekkor a kozelitések sorozatat a 3.2. tablazat, a kozelitések szamitasat és a kozelits
zérushelyek elhelyezkedését az 3.5. abra mutatja.

To6bbdimenziés harmoédszer

N darab N-valtozos fiiggvény esetében N + 1 kiilonb6z6 pont, és az f(x) (vektor)-
fiiggvény N + 1 megfelel§ maradékai szdmithatok. Az egyszerd jelolés céljabol a
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3.2. tablazat. Hurmodszer, masodik példa.

k () )

0 2.2 0.75

1 1.6 0.214285714
2 1.36 0.109756098
3 1.108 0.028541226
4 1.01944 0.004907703
5 | 1.00104976 | 0.000262578
6 | 1.000010204 | 2.551 % 1076
7 | 1.000000005 | 1.34*107°

tovabbiakban az (@, M, ..., ™) pontokbol és a hozzajuk tartozo £, FO,
, f(N) maradékokbol az (N +Y) 1j kizelités meghatarozasat mutatjuk be.
Ha az (@, 2™ .. ™) pontok nem alkotnak N-dimenziés vagy kisebb di-
erre az N + 1 darab (2@ £©) (@ Oy (@™ ™)) pontra h(z) = Az +b
alakt N-dimenziés hipersik illeszthetd:

N
ho(xo,x1,...xN) = E ap,;x; + bo
i—0
N
hi(xo,x1,...xN) = E a1,;T; + by
i—0
N
hn(zo,21,...xN) = E anT; + by
i=0

Az illesztendd hipesik dtmegy mind az N + 1 ponton, tehét
FfO=Az® +p

fY =Az® +b

fV = Az™ 1+ b

(A fels6 indexek a zérushely aktuélis kozelitését, az alsé indexek az N-dimenzios
tér komponenseit jelolik.)
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Vonjuk ki minden egyenletbdl az el6zét, akkor N vektoregyenletet kapunk,
melyekben b nem szerepel. Jeloljiik Af(k)—val az f(k) — f(kfl) kiilonbségeket,
és Ax®-val az £®) — 2(*—1 kiilonbségeket. Akkor a kapott N vektoregyenlet:

Af(l) = AAzM

Af(z) — AAz®

(3.4)
AfM) = Anz™)

A AF® oszlopvektorokat (k = 1,2,...N) egymés mellé helyezve egy N * N
méretii F matrixot, a Az®) oszlopvektorokbol pedig egy X matrixot kapunk.
Ezekkel (3.4) matrixegyenletként irhato:

F=AX

Innen A = F !X, az f&) = Az + b egyenletbsl pedig b = £V — Az®).
A h(zN+D) = AN+ 4 b = 0 egyenldségbe helyettesitve kapjuk a zérushely j
kozelitését:
(N1 — H(N) _ A—lf(N) — N _ XF—lf(N)

Az F~! inverz szamitasara nincs sziikség. Ehelyett

2 NFD — (V) | A

ahol A az
FAW) — _Xf(N)

linearis egyenletrendszer megoldasa.

Wegstein médszer

A t6bbvaltozos hurmoddszer alkalmazisahoz N + 1 kezdeti becslésre van sziikség, és
a modszer sok szamitassal jar. Ehelyett gyakran alkalmazhaté Wegstein javaslata,
hogy az egydimenzi6s szel6 modszert az egyes skalar valtozok szerint alkalmaz-
zuk, és ne torédjiink a fiiggvény egyéb Osszefiiggéseivel. Eszerint tehat N valtozo
esetében a Wegstein modszer alakja:

x(k) _ fi(k71)$(k72) . fi(k72)xl(.kfl)

i FOD )

K2

, (i=1,2,...N)



3.1. Zérushelyek 143

tablazat. Newton mddszere
2 (k) f(k)
2.2 0.75
1.72 0.28125

1.2592 0.074448529
1.03359232 | 0.008541545
1.000564222 | 0.000141095

o
W N = O B
H~ -

A Newton-moédszer

Egyvaltozos, differencialhato fiiggvények esetében egyetlen z(*~1) pontban is lin-
earizalhaté a fiiggvény. Ha a derivalt analitikusan szamithato, akkor a zérushely
1j kozelitése (Newton-modszer):

(k=1)

1

(k) _ (k=1) _ (k=1)

xr =T
uw | !
dz
avagy roviden
(k—1)
L) _ -y _ S

- fr k=1

A hurmodszernél alkalmazott mintapéldan a szamitds menetét és a kapott
kozelitéseket zo = 2.2 kezdértékkel a 3.6. abra és a 3.3. tablazat mutatja.

A Newton-modszer a hirmodszer altalanositasa. A hirmoédszerbdl tgy is szar-
maztathato, hogy a két el6z6 kozelits zérushelyet szorosan egymaéashoz kozelitjiik.
Ha a fliggvény analitikusan nem differencialhaté (példaul nem explicit alakban
adott), vagy ha a derivalt analitikus szamitasa nagyon bonyolult, akkor a derival-
tat numerikusan kozelithetjiik:

df _ fle+or) — f(2)
dz ox

Ekkor az z(*~2) = 2(*=1 4 5z helyettesitéssel a Newton-modszer alakja megyezik
a hirmodszer alakjaval.
T6bbdimenzios esetben a fiiggvény parcialis derivaltjaibol képzett Jacobi-méatrix

on  of
6$1 6$N

J=1
oy oy

(91:1 6$N
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3.6. dbra. Newton modszere

inverze szerepel az Osszefiiggésben:

2N+ — p(N) _ 3=1 ()

A J~! inverz szamitasara nincs sziikség. Ehelyett

2 NFD — (V) | A

ahol AN
JAW) — _f(N)

linearis egyenletrendszer megoldasa.
Numerikus derivalas esetén a Newton-moddszer megyegyezik a tobbdimenziods
htrmodszerrel.

A linearizaldé modszerek legfontosabb tulajdonsagai

A Newton-modszer altal generalt sorozat nagyon gyorsan tart a zérushelyhez ha
az f(x) vagy az f(x) fiiggveény és annak derivaltjai a zérushely kozelében monoton
valtozéasuak, és ha a kezdeti becslés a zérushely kozelében van. Ezt a 3.6. abra és
a 3.3. tablazat jol példazza.

Ha ellenben a fiiggvény nem monoton véltozasi, és a kezdeti becslés nincs a
zérushely kozelében, akkor el6fordulhat, hogy a generdlt sorozat a zérushelyt6l
tavolodik. Ilyen esetet mutat példaképpen a 3.7. abra, ahol a zérushely z* = 0.1.
Ha z*=1 < 0.4, akkor a Newton-moédszer jol mikodik. Ha =D > 0.6, akkor a



3.1. Zérushelyek 145

1.0
0.8 /
0.6 /
0.4

0.2

0 / T
/02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22z

-0.2 /

3.7. dbra. A Newton-moédszer alkalmazasanal el6fordulé problémék

kovetkez6 zérushely-kozelités még tavolabb keriil a zérushelytél. Az &bra kiemeli
az *~1 = 1 esetet, amikor is (¥ ~ 1.346 . Ha z(*~1 ~ 0.55, akkor 2(*) nem
szamithaté, mert f’ =~ 0. A tobbdimenziés Newton-modszer alkalmazasakor is
el6fordul, hogy egy kozelits zérushelyen a Jacobi-matrix kozel szingularis, és ekkor
a szamitas nem folytathato.

3.1.3. Atalakitds minimumkereséssé

Elvben barmely f;(x1,z2,...2x5) =0 (i = 1,2,...N) egyenletrendszer zérushely-
keresési feladata atalakithaté minimumkeresési feladatta a kovetkezGképpen:

N

min Z A (1,29, ... 2N) (3.5)
{z1,22..xN} =

Mivel a célfiiggvény sehol sem negativ, és mivel a zérushelynél a célfiiggvény értéke
nulla, a zérushely egyben a célfiiggvény minimumbhelye.

A gyakorlatban e fiiggvényeknek altalaban tobb lokilis minimumhelyiik van,
melyek tobbségénél a fiiggvény értéke nem nulla. Példaképpen a 3.8. abran
felrajzoltunk egy egyvaltozos fliggvényt és annak négyzetét is. Az f(z) fliggvénynek
zérushelye van x ~ 0.08-nél, az f2(x) fiiggvénynek minimumhelye van = ~ 0.08-nél
és = ~ 1.21-nél is, ahol viszont f(x)-nek nincs zérushelye. T6bbvaltozos, bonyolult
fiiggvényeknél sok lokalis szélsGérték fellépésére szamithatunk.

A szokasos (egyszert) szélsGérték-keresé modszerekkel altaldban csak a kezdeti
becsléshez tartozo lokalis szélsGértéket talaljuk meg. Eppen ezért a zéruskeresést
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3.8. dbra. Zérushelyek és minimumok

nem szokis minimumkereséssé alakitani. Sokkal inkdbb forditva: a lokalis mini-
mumok keresésének feladatat szoktak differencialassal zérushely-keresési feladatta
alakitani. Példaul a tobbdimenziés Newton-modszert eredetileg tobbvaltozds nem-
linearis fliggvények minimumkeresésének részeként javasolték: a fliggvény parciélis
derivaltjait nullaval egyenl6évé téve, a kapott egyenletrendszer megoldasa lokalis
minimumbhelyet ad (Newton-Rapshson-modszer).

Maésrész azonban a globalis szélsGértékkeres6 modszerek (elsGsorban a tarto-
many-sziikitéssel dolgozo szélsGértékkeres6 modszerek) alkalmasak zérushely-kere-
sésre is.

3.2. Optimalizalas folytonos valtozékon

Gyakori feladat egy algebrai kifejezés (fliggvény) optimalizalasa. Ezen kozelebbrol
a kovetkezst értjiik:

Adott egy vagy tobb dontési valtozo, ezeket az egyszertiség kedvéért egyiitte-
sen tombként (vektorként) is jeloljiik és egységesen az x valtozotombbe foglaljuk.
Adott e valtozotombnek egy valos értékd fliggvénye, ezt jeloljiik f(x)-szel, és célfiig-
gvénynek nevezziikk. Matematikai iratokban illik megadni az f(x) célfiiggvény
értelmezési tartomanyat is, ami az x értékeknek egy olyan halmaza, melyen f
értelmezve van. Mi most ettdl eltekintiink.

A legegyszeriibb feladat a célfiiggvény maximalizalasa vagy minimalizalasa a
fliggvény értelmezési tartoméanyan. Ha a célfiiggvény elGjelét megvaltoztatjuk,
akkor a két feladat felcserélédik, ezért a tovabbiakban csak minimalizalasol fogunk
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beszélni.

A minimalizalas vagy minimumkeresés egyidejileg két érték megkeresését je-
lenti. Keressiik elGszor is a célfiiggvény minimumat, ugyanakkor azonban ker-
essilk azt az x értéket is, melyen a célfiiggvény e minimumat folveszi. Ezt a
helyet minimumbhelynek nevezziikk. Egy célfiiggvénynek tobb minimumbelye is
lehet. Példaul az f(x) = cos(z) fiiggvény minimuma f,,;, = —1, és minimumbhelyei
akm k==+1,43,45... értékek. Néha ezek koziil egyetlen (barmely) minimumhely
megkeresése a feladat, néha az 6sszes minimumbhely felderitése.

A gyakorlatban mindig meg kell adni az x értékeinek egy olyan 2 halmazat (x €
Q), mely f6lott keressiik a célfiiggvény minimumét. Ez azt jelenti, hogy a halmazba
nem tartozo x helyeket kizarjuk a keresésbdl, és az ezeknél folvett f(x) értékeket
kizarjuk az Osszehasonlitasbol. Tehat hidba van esetleg az f fiiggvénynek kisebb
értéke valamely x ¢ Q pontban, attol még az 2 halmazon talalt legkisebb fligg-
vényérték a minimum, és ahol ezt az értéket kapjuk, az a pont a minimumhely. Ezt
az  halmazt megengedett halmaznak nevezziik. (Az angol nyelvi szakirodalom a
"feasible domain’ kifejezést hasznalja.)

Az Q (megengedett) halmazt a gyakorlatban egyenléségekkel és egyenltlen-
ségekkel adjuk meg. A legegyszertibb esetben a megengedett halmaz maga az
értelmezési tartoméany, ekkor megadasa elhagyhato.

A minimumkeresés feladaténak szokasos jelolése:

i (@)
glx) <0
h(z)=0

A "min" jelolés alatt azért tiintetjiik f6l a dontési valtozokat, mert el6fordul, hogy
a célfiiggvény (pl. f(z,y)) még mas valtozoknak (pl. y-nak) is fiiggvénye , és e mas
valtozokat paramétereknek tekintjiik. A minimumkeresésnél e paraméterek értéke
rogzitett. Ha e paraméterek fol vannak tiintetve a feladatban, akkor az azt jelenti,
hogy a minimalizalast esetleg kiilonb6z6 paraméterértékek mellett is el kell végezni.
A fenti definici6 a célfiiggvény globdlis optimumara vonatkozik. Ezzel szem-
ben egy folytonos téren értelmezett valds fiiggvény lokdlis minimumot vesz {6l
a megengedett tartomany minden olyan x belsé pontjaban, melynek tetszélege-
sen kicsiny w kornyezetét tekintve megengedett halmaznak, azon x globalis min-
imumhely. Minden olyan globalis minimumbhely, mely a megengedett tartomény
belsejében van egyben lokélis minimumhely is. Példaul a 3.8. &abra f? fiig-
gvényének az 0 < z < 1.6 megengedett tartomanyon két lokilis minimuma van:
x ~ 0.08nal f =0 és x ~ 1.21-nél f ~ 0.4; ezek koziil az els¢ globalis minimum.

3.2.1. Lokalis minimumok korlatlan tartoméanyon

Ha a megengedett tartoméany korlatlan, akkor annak csak bels§ pontjai vannak,
igy globalis minimumhelyei egyben lokalis minimumbhelyek is. (Ha a tartomény
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korlatos és a globalis minimum helye a tartomany hatarara esik, akkor az esetleg
nem lokalis minimum.)

A lokalis minimumok keresésének leggyakrabban akalmazott modszerei a min-
imum helyét olyan =®) k = 0,1,2,... pontsorozattal kozelitik, melyben a célfiig-
gvény csokken: f(z® D) < f(x2®) < f(z*~Y). Altalaban megadunk egy ()
kezdeti becslést, majd a k— 1. vagy néhany k—1.,k —2., ... kozelités és a hozzajuk
tartozo fr—1, fi—2,... értékek alapjan kiszamitunk egy » irdnyt, mely felé haladva
a célfiiggvény (f) értéke varhatoan csokken. Az x(*~1 kozelitésbol kiindulva az
r iranyvektor hosszanak valahanyszorosat (pl. tetszélegesen valasztott A-szorosat)
lemérve kapjuk az aj kozelitést:

z® = gD 4 \p (3.6)

Az egyes modszerek az r = r(x*~1 x(*=2) ) fiiggvény alakjaban és a \ tényezs
megadésanak modjaban kiilonboznek. A legegyszeriibb esetben a A tényezdt al-
landénak valasztjuk, esetleg a célfiiggvény csokkenésének mértékétdl fliggden szamitjuk.
Ha a fliggvénynek van minimuma, és ha sikeril elérni az fr < fr—1 feltétel tel-
jestilését, akkor a sorozat varhatoan megkozelit egy lokélis minimumot. (Korlatlan
tartoményon nincs minden fiiggvénynek minimuma. Példaul a lineéris f(xq, 22, 23) =
axi + bxg + cxs fliggvénynek nincs minimuma a haromdimenzios valos tér egészén,
ha az a, b és ¢ egyiitthatok nullatol kiilonb6z6 szamok).

A tovabbiakban, hacsak lehetséges, kétvaltozos célfiiggvényeket mutatunk pél-
daként, mert azokat sikban szintvonalakkal abrazolhatjuk. Foltessziik, hogy az
egydimenzi6és minimumkeresés nem okoz kiilondsebb nehézséget, és az egyvaltozos
fiiggvény csokkenésének iranyaban megtalaljuk a legkdzelebi lokalis minimumot.

Relaxacié: keresés komponensenként

Ez a legegyszertibb keresési modszer. Kiindulva egy *—1 pontbol, elészor az 1.
koordinatat valtoztatva keresiink minimumot, vagyis

min flxr,xe,...xN)
{z1,22,...xN

helyett elGszor a

min f(x1, $g0), . .:1:53))
1

feladatot oldjuk meg, kapjuk az () kozelitést, utina a
min f(:bgl),xz, . ;vg\}))
2

feladatot, stb, majd a
. (N—
min f(z; , T yee IN)
TN
feladat megoldasa utan djra kezdjiik z;-gyel.

Példaul a 3.9. abran egy kétvaltozos fiiggvény szintvonalait rajzoltuk f6l. A
korbejaro szintvonalak minimumot zarnak be. Az (z1,22)(® pontbol, mint kezdeti
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x2

o

Z1

3.9. abra. Komponensenkénti keresés médszere

becslésbdl kiindulva szamitottuk és abrazoltuk a minimumkeresés els6 7 1épését. E
lépések a koordinata-tengelyekkel valtakozén parhuzamosak, mert minden lépésben
az egyik tengellyel parhuzamosan keressiik a minimumot.

A leggyorsabb cs6kkenés iranyanak moédszere

Ez annyiban kiilonbozik a komponensenkénti keresés modszerétsl, hogy nem egy
koordinataval parhuzamosan, hanem egy masik, kedvez&bb iranyt egyenes mentén
keresiink. A keress egyenes iranyat a fliggvény gradiensével hatarozzuk meg.

€2

(1,02)©

x

3.10. abra. A leggyorsabb csokkenés iranyaban keresés 3 els§ lépése
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0f(x)
(91:1

gradf =V f(x)

0f(x)

8IN

A gradiens-vektor a legnagyobb novekedés iranyaba mutat, ezért a keresést az el-
lenkez6 iranyban végezziik. A 3.10. abran az els6 harom lépés eredményét mu-
tatjuk be.

Gradiens-modszerek

Elvben hatékonyabb keresést végezhetiink, ha nem egyenes mentén keresiink, hanem
minden pontban az aktudlis gradiens szerint 1épilink odébb. Ekkor azonban meg kell
adnunk, hogy az adott ponttol milyen messze lépiink el. Ezt példaul egy pozitiv A
szorzoval adhatjuk meg, amit a legegyszeribb esetben allandé értéken tartunk:

z®) = =Y _ \gradf(x*Y)

A 3.11. abra és a 3.12. abra mutatja a keresés eredményét alkalmasan vélasztott
A szorzéval.

Ha a szorzo értéke nagyon kicsi, akkor majdnem pontosan a gradiens &ltal
kijel6lt vonal mentén haladunk, de nagyon sok szamitasi lépéssel, nagyon lassan
kozelitjiik a minimumot. Ezt mutatja a 3.13. abra.

Ha ellenben a szorzd nagyon nagy, akkor a médszer nem képes kdvetni a célfiig-
gvény gorbiiletét, és talmozditja a kozelitést. Ilyen esetet mutat a 3.14. abra.

Nyilvanvalé, hogy a keresési munka a A szorz6 menet kozbeni valtoztatasa-
val csokkenthetS. Ennek alkalmas megadéasahoz a célfiiggvényt az éppen vizsgalt
helyen valamilyen ismert egyszerd fliggvénnyel, példaul masodfoka polinommal
kozelithetjiik, és ennek alapjan megadhatjuk A optimalis értékét. Szamos ilyen
moédszer ismert. Ilyenek példaul az in. konjugalt gradiens moédszerek, melyek A
otimalis értekét a gradf(x*~1) és gradf(x*~?) eltérése alapjan hatarozzak
meg. A masodfoka polinom kozelitésen alapuldé modszereket még a kvadratikus
programozas modszereinek is nevezik.

Szimplex moédszer és sztochasztikus mddszerek

A gradiens néha analitikusan szamithat6, néha numerikus kozelitést kell alkalmazni.
A parcialis derivaltak numerikus értéke nem mindig pontos, illetve néha nagy hiba-
val jar. A derivaltak szamitasa és a lépésenkénti fiiggvény-kiértékelés nagy szami-
tasi igényt jelenthet, ha a fliggvény maga nagyon bonyolult. Tipikusan ilyen eset az
Oszetett folyamatok dllanddsult allapotanak modellezése és optiméalasa. A célfiig-
gvény kiértékeléséhez el6szor meg kell keresni a folyamat allandésult allapotat, ami
egy nagyon nagy méreti, erésen nemlinearis egyenletrendszer megoldésat igényli.
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3.11. dbra. A gradiens-modszer jol valasztott 1épéshosszal -1

x2

T

3.12. dbra. A gradiens-modszer jol valasztott 1épéshosszal - 2
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(1,22)©

Tl

3.13. abra. A gradiens-moédszer nagyon kicsi 1épéshosszal

x2

T

3.14. abra. A gradiens-moédszer nagyon nagy lépéshosszal
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Ilyen esetekben célszert minél kevesebb helyen kiértékelni a célfiiggvényt. Kevés
kiértékelési ponttal is meghatarozhaté a legnagyobb csdkkenés koriilbeliili iranya.
A szimplex médszer N-dimenzios fliiggvény esetében N 41, az N-dimenzios lineéris
teret kifeszité pont alapjan hatarozza meg a haladési iranyt. A tér kifeszitése azt
jelenti, hogy pl. kétdimenzids linearis térben (sikban) harom nem egy egyenesbe
es6 pontbol szadmol, harom dimenziés térben négy nem egy sikba esé pontbol, stb.
Az e pontok altal meghatarozott idomot, testet, stb. nevezziik 2, 3, stb. -dimenzios
szimplexnek.

Kivalasztjuk a legnagyobb célfiiggvény-értékd pontot, legyen ez az egyszertiség
kedvéért éppen az N + 1. pont. Ha egy mésik pont az, akkor szdmozzuk &t a
pontokat ennek megfelel6en. Ezutan vetitsiik 4t ezt a pontot a szemkdzti oldalon,
kisebb értékd pontok alkalmasan sdlyozott linearis kombinaci6javal kijeloljik a
szemkozti oldal stlypontjat. Példaul pozitiv célfiiggvény esetén alkalmazhato sily
a célfiiggvény reciproka:

o SN 2®)/f@®)
Y 1/ f(a®)

Az 2™V pontot az = ponton keresztiil vetitjiik at:

2 (V+2) = g(N+D) 4 \(z0 — g(N+D)

Egy ilyen vetitést mutat a 3.15. abra.

)

Z1

3.15. adbra. Szimplex modszer

A legnagyobb csokkenés iranyét kozelitGen ugy is megkereshetjiik, hogy a vizs-
galt pont kis kornyezetében kis szadmi, egyenletes eloszlasa véletlen pontot gen-
erdlunk, és az e pontokban szamitott fliggvényértékekre illesztiink egyszerd kozelits
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fliggvényt. E sztochasztikus keresé modszereket akkor célszert alkalmazni, ha
nagyon sok valtozos a célfiiggvény, és az N pont szamitisa is nagyon koltséges.

3.2.2. Egyenl6ség-tipusa korlatok

Az egyenlGség tipusu korlatozo Osszefiiggések altaldban felhasznalhatok a keresési
tér fliggetlen valtozdi szamanak csokkentésére. Ehhez vagy ki kell fejezni egyes
valtozokat a tobbi fliggvényében, vagy valtozé-transzformaciot kell alkalmazni.

Legyen példaul a keresési tér az euklidészi sik ({(x,y),x € R,y € R}), és legyen
a korlatozo osszefiiggés: h(z,y) = ax +b—y = 0, ahol a és b valés szamok Ez egy
egyenes egyenlete, vagyis a minimumot az egyenes pontjai folott keressiik. Ekkor az
f(z,y) kétvaltozos célfiiggvényben helyettesithetjiik az y valtozot az y = ax+b kife-
jezéssel, aminek eredményeképpen az f°(x) modositott, egyvaltozos célfiiggvényt
kapjuk. Ennek minimumbhelye egyben az eredeti feladat minimumbhelyének = értéke
is, a minimum az eredeti minimummal azonos, az y megfelel§ értékét pedig az
y = ax + b kifejezéssel szamithatjuk.

Egy masik, ugyancsak a teljes sikon értelmezett feladat esetében legyen az
egyenlGség-tipust korlatozo Osszefiiggés h(x,h) = 22 + y?> —r? = 0, ahol az r
egy pozitiv valés szdm. Ez egy kor egyenlete, vagyis erre a korre korlatozzuk a
minimumkeresést. Ekkor egyik valtozé sem fejezhetd ki egyértelmten a masik flig-
gvényében, de megadhat6 egy egyvaltozos alak. Az x = rcos(t) és y = rsin(t)
kifejezések helyettesitésével kapjuk az f(z,y) kétvaltozos célfiiggvénnyel ekvivalens
fo(t) egyvaltozos célfiiggvényt, amit a [0, 27) intervallum f6lott értelmeziink.

Gyakran azonban olyan bonyolultak az egyenlgség-tipusi korlatok, hogy a fenti
transzformaciés modszerek nem, vagy csak nagy nehézségek aran alkalmazhatok.
Ilyenkor is alkalmazhat6 azonban a Lagrange-féle multiplikatorok médszere. Legyen
a célfiiggvény f(z,y,...), és legyenek a korlatok hy(z,y,...) =0, ho(z,y,...) =0,
..., sth.

Lagrange modszere szerint a

{IIE%.I.I.}f(x’y’ o) (3.7)
hi(z,y,...)=0
ho(z,y,...) =0
feladat helyett a
flzyy,... )+ A xhi(z,y,...) + A« ho(z,y,...) + ... (3.8)

min
{z,y,..,A1,A2,... }

feladatot oldjuk meg. Bizonyithato, hogy az (3.8) feladat lokalis megoldasainak
[x,y,...] értékei egyben (3.7) lokalis minimumbhelyeit is megadjak.
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3.2.3. Egyenl6tlenség-tipust korlatok
Aktiv korlat és redukalt iranyok

Ha az egyenlétlenségek altal kozrefogott megengedett tartomény belsejében van az
aktualis kozelités, akkor az egyenlétlenségek figyelembe vétele nélkiil hatarozhatjuk
meg a keresési irdnyt vagy az aktélis lépésiranyt. Az adott irdnyban valo keresés
kozben, illetve a 1épés végrehajtasa utan ellendrizni kell, hogy az 4j pont is még
a megengedett tartomanyban van-e. (Azaz ellendrizni kell, hogy teljesiilnek-e a
g(x) < 0 feltételi egyenlStlenségek.) Ha igen, akkor lehet folytatni a keresést,
mintha nem is lennének korlatok. Ha nem, akkor megsértettiik valamelyik egyenlGtlenség-
feltételt. Ekkor kideritendd, hogy melyik feltételt sértettiik meg. Ha egyszerre tobb

3.16. dbra. Egyenl6tlenség korlatok

feltételt is megsértettiink, akkor is van egy, amit legelGszor sértiink meg, amint az
x*=1 pontbol az x**)-jelslt pont felé haladunk az Sket Gsszekits egyenes mentén.
Pélaul a 3.16. abran mind a ¢;, mind a go egyenl6tlenség tipust korlatot megsérti
az £ **) pontba mutato mozditas. A két korlat koziil a g1 hatarolja (ebben az irany-
ban) a megengedett tartomanyt, ezért itt a gy az un. aktiv korlat. Ekkor az x(*~1)
és ) pontokat Osszekots egyenes szakasz és az aktiv korlat metszéspontja lesz
az 1j kozelités, vagyis az %) pont.

A tovabbiakban azonban a keresést a korlat mentén kell folytatni, mintha az
egyenldség-tipust korlat lenne. Mindaddig ezt kell tenniink, mig a keresési irany
(példaul a leggyorsabb csokkenés irdnya) a megengedett tartomany belseje felé nem
mutat, és mig a korlat aktiv marad. (Ha a keresés a tartomany belsejébe vezet,
akkor a korlat mar nem aktiv. Akkor sem aktiv a korlat, ha nem a megengedett
tartomany hataran van, mert egy masik korlat kozelebb van hozza.)
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A keresés irdnyat az eredeti keresési térben hatarozzuk meg. Ez az irany
varhatoan vagy kifelé mutat a megengedett tartomanybol, vagy (ritkdbban) be-
felé mutat, de nagyon valdsziniitlen, hogy éppen érintené az egyenlGtlenség-tipusi
aktiv korlatot. Ha kifelé mutat, akkor a keresési irdnyt, mint vektort az aktiv ko-
rlatra vetitve kereshetiink a korlat mentén, a megengedett tartomany hataran, a
3.17. abra szerint. Az igy kapott, vetitett iranyokat nevezziik redukalt iranyok-
nak. Az abran az z*+t1*) pont a megengedett tartomanyon kiviil esik. A mozditas
vetiilete az aktiv korlatra az *+1) pontot jeloli ki a kovetkezs kozelitésnek.

3.17. dbra. Egyenl6tlenség korlatok és redukalt irdny

Biintetsfiiggvény
Az egyenlGtlenség-tipusu korlatok figyelembe vételének egy masik modja, hogy a

rgl,;? f(=)

g1(x) <0

g2(x) <0

feladat helyett a

rg?f(w) + Pi(g1) + Pa(g2) + - ..

feladatot oldjuk meg, ahol a P; fliggvények értéke nulla, ha az argumentum negativ,
és meredeken né pozitiv tartomanyban. Vagyis ha teljesiil a korlatozo feltétel, akkor
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az eredeti feladatot oldjuk meg, viszont minél inkdbb megsértjiik a feltételt, annal
nagyobb értéket adunk hozza az eredeti célfiiggvényhez. Ezeket a P; hozzaadott
fiiggvényeket biintetdfiiggvényeknek nevezziik, mert a célfiiggvény novelésével biin-
tetik a korlatok megsértését. Ha a biintet6fiiggvények elég nagyok, akkor azok a
megengedett tartomany felé terelik a keresést.

3.3. Illesztési feladatok

Ebben a fejezetben azzal a problémaéaval foglalkozunk, melyben adott egy N-di-
menzios (legalabb kétvaltozos) tér néhany (esetleg sok) pontja, és a pontokra kell
folytonos Osszefliggd sokasagot illeszteni.

Legkonnyebben felfoghato a feladat kovetkezd megfogalmazasa. Legyen adott
egy N — 1-dimenzids valés euklideszi tér, melynek komponensei egy fizikai targy
jellemz&inek felelnek meg. Példaul egy tehnoldgiai berendezés méretei, hémérsék-
lete, nyomasa, stb. Legyen adott egy sorozat a lehetséges targyjellemzdkkel, pl.
adottak kiilonb6z6 méretd, hdmérsékleti, nyomasd, stb. berendezések. E sorozat
elemei N — 1-dimenzios pontok. A sorozat minden elemén méréssel meghatarozunk
egy olyan jellemz6t, amit korabban nem ismertiink. Példaul megmérjiikk minden
berendezés hdsugarzasanak intenzitasat, ez egy N. jellemz6. Keressiik azt az N —1-
valtozos valos fliggvényt, mely illeszkedik e ponthalmazra.

E jegyzetben nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy mi a jol illeszked? fiig-
gvény analitikus alakja. Foltessziik, hogy errdl a kérdésrél mar dontottiink, és a fe-
ladat az illet6 fliggvény paramétereinek meghatarozasa, vagyis paraméter-illesztés.
Példaul egyenest kell illeszteni egy ponthalmazra, meghatarozando az egyenes mere-
deksége és tengelymetszete.

Ez a feladat gyakran el6fordul a vegyészmérnoki gyakorlatban. Nagyon gyakori,
hogy meérési eredményekhez kell illeszteni ismert alakti modell paramétereit.

A paraméterillesztési feladatokat alapvet&en két osztalyba sorolhatjuk.

Ha azt kivanjuk, hogy az illesztendd fiiggvény egzaktul illeszkedjen a mért pon-
tokra, akkor un. kollokicié a feladat. n mért pont esetében n darab egyenlGséget
kapunk, ha a pontokat az illetd fiiggvény altalanos alakjaba helyettesitjiik. Ekkor
a paraméterek egzakt értékét ebbdl az n egyenldségbdl kell meghatarozni, vagyis
a feladat egy egyenletrendszer megoldasara vezethets vissza. Példaul két pon-
tra illeszhet6 egy egyenes, haromra egy korvonal, vagy térben egy sik, stb. Ha a
paraméterek szama n-nél kevesebb, akkor is lehetséges az illesztés, foltéve, hogy a
mérések tokéletesek, és a modell is tokéletesen irja le a vizsgalt rendszert. A gyakor-
latban azonban ez nem valészini. Ezért a kollokaciét inkabb tgy alkalmazzuk, hogy
adott szamu paraméterrel jellemezhets egyszeri analitikus fiiggvény paramétereit
ugyanannyi mérési pontra illesztjiik. Tipikusan ezt tessziik fiiggvény-interpolacié
alkalmazasa esetében. Példaul két pont kozott egyenessel kozelitjiik a fliggvényt,
vagy minden, egymast kdveté harom pontra parabolat illesztiink.

A kollokécié egyik specialis fajtéja a ’spline’ ("szplajn")-illesztés. Ezt akkor al-
kalmazzuk, ha a ponthalmazra olyan sima (derivaltban is folytonos) fiiggvényt kell
illeszteni, ami minden ponton egzaktul dthalad. Ekkor a fiiggvényt kis fokszamu
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polinomnak vélaszjuk, majd szakaszonként, vagyis csak a szomszédos pontokra
illesztjiik, de a polinom foka nagyobb, mint amit az illesztends pontok megkivan-
nak. Példaul egyvaltozos fiiggvény esetén minden két szomszédos pontra illesztiink
egy harmadfoki polinomot. Két pontra egyenes szakasz is illeszthet& két paraméter-
rel, a harmadfokd polinomnak meg négy paramétere van. A két f6los paraméter
terhére viszont el6irjuk, hogy a szomszédos szakaszok végpontjaiban mind az elsd,
mind a masodik derivaltak megegyezzenek, ezaltal a kapott fiiggvény mindenhol
sima lesz. (Ez az an. kébds spline.) Az egyenlGségek fOlirdsa utan a keresett
egyiitthatokat egy lineéris egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg.

Ha nem interpolécié a cél, és a pontok mérési hibaval terheltek, akkor célunk
a pontokat legjobban kozelité alakzat paramétereinek meghatarozasa. E feladat
neve torténeti okok miatt: regresszio. Akkor alkalmazzuk, ha kevés paramétert
illesztiink tobb (4ltalaban joval tobb) mért pontra. Példaul sikbeli egyenest (két
paramétert) illesztiink 25 mért pontra. A tovabbiakban csak a regresszidval foglalkozunk.

A regresszional ugy illesztjiik a fiiggvény paramétereit, hogy minél kisebb legyen
a kapott fliggvény eltérése a mérési hibdkkal nem terhelt valédi értékektsl. Mivel
altaldban nem ismerjiikk a valodi értékeket, alapveté probléma annak elddntése,
hogy mit tekintiink hibanak.

3.3.1. Egyszerti regresszio

A legegyszertibb esetben foltessziik, hogy a fliggetlen valtozok értéke pontosan is-
mert, és csak a fligg6 valtozok értéke bizonytalan. Példaul pontosan ismert idépon-
tokban mériink hémérsékletet, és csak a h6mérsékletmérésben van hiba.

Az optimalis illesztéshez ismerniink kell(ene) az egy-egy ponthoz tartozo mérhets
értékek valdszintiség-eloszlasanak alakjat. Ha ez ismert, akkor a mért értékek
alapjan becsiilhetjiik az eloszlas paramétereit (pl. varhatd értékét és szordsné-
gyzetet), és ezutan az illesztendd fiiggvény legvaldszintibb paraméter-értékeit kereshetjiik
meg. Ez a legnagyobb valésziniiség (maximum likelihood) modszere.

Legtobbszor foltehetjiik, hogy a mért értékek normaélis eloszlastak (¢ varhato
értekkel és o szorassal), mert a mérési hibat sok apro, egymastol fliggetlen tényezs
befolyasolja. A feladat olyan paraméterek meghatarozasa, melyek mellett az egyes
Ty, o, ... &, helyeken kapott f1, fo, ... f, értékek a lehets legjobban megkozelitik
a 1, Y2, -..pn, varhatod értékeket.

Sulyozatlan legkisebb négyzetek modszere

El6szor tegyiik fol, hogy a o szorés fliggetlen a mérés helyétsl, vagyis az egyes x;
pontokban ugyanaz a o szoras érvényes. Ekkor az egyes x; pontokban mérhets f;
értékek eloszlasanak siriségfiiggvénye:

®i(fi) = exp (—L 2—0;;71-)2)

Mivel az egyes pontokban mért értékek (vagy azok hibai) egymastol fiiggetlenek,
a teljes méréssor egyiittes eloszlasdnak sdrtségfiiggvénye ezek szorzata:
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o(f) = if[lew (—L ;Ufi)2>

Az optimaélis regressziot e strtségfiiggvény maximuméanal kapjuk. Egyszeriibb
azonban e szorzat logaritmusanak negativjat minimalizalni:

" (fi — p(xi,a,b,c,...))?

min
{a,b,c,... } P 202
ahol a ¢(a,b,c,...) figgvény a,b,c,... paramétereit illesztjiik, és eleve foltessziik,
hogy "pontos" mérés esetén a ¢(x;, a, b, ¢, . . .) fliggvény megfelels értékeit kapnank.
(Vagyis az a, b, c, ... paraméterek illesstésével keressiik meg az ismeretlen varhato

értekeket. )
Mivel a o2 tényezd allando, annak értéke kiemelhets az Osszegzésbdl. Ertéke a
minimum helyét nem befolyésolja, igy elegendé az alabbi feladatot megoldani:

n
min (fi — p(xi,a,b,¢,...))?
{a,b,c,... } £
i=1
Ez a legkisebb négyzetek moédszere. Ha a minimumot az a, b, c, ... paraméterek
végtelen terében keressiik, vagy ha foltessziik, hogy a paraméterekre becsiilt tar-
tomany az optimumhelyet a belsejében tartalmazza, akkor elegendd a lokélis min-
imumokat keresni. A lokalis minimumbhelyek a

23 (U plaae. . 2ot )

=1

((fi = (@ abc..) ‘9*"(:”“‘3;’0"”)) . (3.9)

egyenletrendszer zérushelyei kozt talalhatok.
Linearis ¢(a,b,c,...) fliggvény esetén, példaul egyenes vagy sik illesztésekor
a célfiiggvény olyan tagok Osszege, melyek az a, b, c,... paraméterekben négyzetes

kifejezések. Ennek kovetkeztében az (3.9) egyenletrendszerben az els6 tag a paraméterek

linearis fliggvénye, a derivaltak pedig nem tartalmazzak az ismeretlen paramétereket,
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igy a keresett paraméterekben linearis egyenletrendszert kapunk. Pl. sik illesztésekor:

(fi—(a+bx;+cy;)) =0

I

s
Il
-

M=

(fi —(a+bx; +cy;)) @i =0
1

.
Il

(fi = (a+bx; +cyi))yi =0
1

n

3

Itt az f;, zi, y; (i =1,2,...,n) értékek ismertek, és csak az a, b, és ¢ paraméterek
értékét keressiik, vagyis a linearis egyenletrendszer alakja masképpen:

e () () ()
(2o () (B = (550)
(e (3o (5) = ()

A zarojelbe tett Osszegek ismertek, ezek a linearis egyenletrendszer egytitthatoi és
jobboldala.

Altalanositott linaris regresszié. Linedris regressziorol beszélhetiink akkor is,
ha a ponthalmazra egy p(x) = > /", argr(x) figgvényt illesztiink, ahol az egyes
gk (x) fiiggvények paraméter nélkiiliek, adottak. (Példaul egy ortogonalis fiig-
gvénysor elemei. Legegyszertibb példa: gp(x) = x¥~1.) A p(x) fiiggvény ekkor
linedrisan fiigg a paraméterektsl, és a legkisebb négyzetek moédszerével linearis
egyenletrendszerhez jutunk.

Sulyozott legkisebb négyzetek modszere

Altalaban azonban az egyes mérési pontokban nem csak a @1, s, ..., varhato
értékek, hanem a oy, 09, ...0, szorasok is kiilonboznek, vagyis a megoldandd
feladat:

min - (fi_go(wiaaubacu"'))2
{a,b,c,... } P 0’1»2
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illetve

- < :cl,abc...) 8@(mi,a,b,c,...)>
>
o? da

1=

i :cl,abc...) dp(xi,a,b,c,...) —0
o? 0b N

i=1

—

Linearis fliggvény illesztése esetén ekkor is linearis egyenletrendszert kapunk.

Ezt a felirasi modot ugy is felfoghatjuk, hogy a kisebb szorast helyeken kapott
értékeket nagyobb sullyal vessziik figyelembe, a nagy szoérasu (bizonytalan) mérési
eredményeket kisebb stullyal.

A gyakorlatban nem kell ismerniink a o; szérasok értékét, hanem csak azok
aranyait. Elegendd, ha tudjuk, hogy az egyik «* pontban érvényes o* szoréshoz
viszonytva hanyszor kisebb vagy nagyobb a tobbi pontban vett szoras, és o; helyett
irjunk o;o*-ot. Ekkor a o* tényez6 kiemelhets, és az egyenletbdl elhagyhato.

Nemnormalis hibaeloszlas

Ha a mért értékek hibai nem normélis eloszlastak, akkor az optimélis regresszié nem
a legkisebb négyzetek modszere. Ha ismert az eloszlas alakja, akkor levezethets a
megfelel§ formula. Ha nem, akkor kozelité megoldasok alkalmazhatok.

Ha az eloszlas nem ismert, de a mért pontok (némi hibaval) lathatéan valami-
lyen fiiggvényre illeszkednek, akkor a legkisebb négyzetek modszere kozel optimélis
eredményt biztosithat. Ha nem, példaul ha sok az elirasbol, véletlen, ritka zavarboél
eredd hiba, melyek eloszldsa messze van a normalistél (mert kevés tényezd hatasa
osszegzGdik benne), akkor érdemes lehet a négyzetes eltérések helyett az eltérések
abszolut értékét, vagy valamilyen mas, még durvabb statisztikai mérdszamot min-
imalizalni.

Varhaté hiba, megbizhat6sag

A regresszidhoz tartozik annak ellenérzése is, hogy a kapott paraméterek milyen
valosziniiséggel fogadhatok el olyannak, ami a ponthalmazt és a fiiggvényt egyiitt
reprezentalja, vagyis milyen valoszintiséggel nyerhets a feltételezett hibaeloszlasu
véletlen folyamatbol.

Ez a kérdés kiilonosen akkor fontos, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy egy
kivalasztott alaka fiiggvény, pl. linearis fiiggvény vagy exponencialis fliggvény jol
irja-e le a pontok altal reprezentalt Gsszefiiggést.

Ha nem ez a kérdés, hanem egy elére kivalasztott fiiggvényt alkalmazunk és op-
timalisan akarunk paramétereket illeszteni, akkor is érdekes lehet annak ismerete,
hogy a kapott paraméter(témb), mint pont koriil milyen paramétertartomany lehet
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nem kevésbé alkalmas értékii. Ugyancsak fontos lehet, hogy tobb paraméter es-
etében milyen alakt az azonos értéki paraméterpontok halmaza. Ez azzal a kérdés-
sel is kapcsolatban &ll, hogy fiiggetlenek-e a paraméterek, illetve mennyire korrelal-
tak a paraméterek.

Ha két parameéter esetében az azonos valészintiségd paraméterpontok kort alkot-
nak az optimdalis paraméterpont koriil, akkor a paraméterek nem korrelaltak. Ha
kor helyett erGsen elnyudjtott ellipszis jellemzi a konstans valosziniiségszintet, akkor
a paraméterek erésen korrelaltak.

Ezek a valoszintiségek linearis regresszio esetén viszonylag egyszertien szamithatok,
bonyolult nemlinearis fiiggvények esetén sztochasztikus szimulédciéval becsiilhetdk.
A sztochasztikus szimulacional a becsiilt paraméterek koriil felvett més paraméter-
pontokkal véletlen mérési pontsorozatokat generalunk, és azokat statisztikailag el-
emezziik.

3.3.2. Statisztikus regresszi6

Altalaban a fiiggetlennek tekintett valtozok sem mentesek a mérési hibatol. Vagyis
nem csak azt nem tudjuk, hogy mi a mért mennyiség valédi értéke egy adott
pontban, hanem azt sem, hogy mi az a pont, ahol a mérést végeztiik. Példaul
az el6z6 alfejezetben emlitett hémérsékletmérésnél az idémeérésnek is van hibaja.
Forraspont-mérésnél hiba terheli a nyomas értékét, melyen a forraspontot mér-
jik. Elegyek buborékbont-mérésénél a nyomas és a folyadékosszetétel fiiggvényében
mérjiik a forrasi hémeérsékletet és az egyensilyi paradsszetételt, azonban mind a ny-
omésok, mint a folyadékosszetételek hibaval terhelt adatok. Az illesztésnél ezeket
a hibékat is figyelembe kell venni.
Ilyen esetben nincs sok értelme a fiiggs és fiiggetlen valtozok megkiilonboztetésének.

A regresszio altalanos feladataban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy N-dimenzios
tér bizonyos pontjai a tér mely N — 1-dimenziés vagy N — M-dimenziés hiper-
feliiletére illeszkednek legjobban (M < N). Ilyen hiperfeliilet haromdimenzios tér-
ben pl. egy sik vagy egy gombfeliilet (valodi feliiletek), sikban tetszSleges gorbe,
stb., illetve alacsonyabb kiterjedésd hiperfeliilet pl. haromdimenzios térben egy
térgorbe. Ha a tér pontjait egységesen a x vektor jeloli, akkor a legkisebb né-
gyzetek modszerét alkalmazva ebben az (4ltalanos) esetben a

n N
i, — Si,j ;bv y e 2
min , E E (i g”ég &)

b,c,... :
{aben) Z

f§)=o0

feladatot kell megoldani, ahol &; ; az i. mérési pontban a j. valtozé varhato értéke,
az fr(€) = 0 egyenldségek pedig (k = 1,2, ..., M) a hiperfeliiletet megado6 sszeflig-
gések, melyeket vagy behelyettesitiink a célfiiggvénybe, és akkor feltétel nélkiili
minimumkeresést végezhetiink, vagy egyenl6ség tipusi korlatozd Oszefiiggésként
vesz-sziik figyelembe Gket. Linearis regeresszié esetén itt is linearis egyenletrendsz-
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erhez jutunk, ellenkezd esetben nemlineéris egyenletrendszert kell megoldani, vagy
mas modszerrel kell optimalizalni.

3.4. Kezdetiérték-problémak

A kozonséges differencidlegyenletek (d.e.-ek) altalanos alakja
dr d%z d3z
N TAIRTEAIN TER
ahol t a fiiggetlen valtozo, x a fliggs valtozo, vagyis x(t) a keresett fiiggvény, és
az F(t,z,a',2",...) egy adott, ismert alak. Ha tobb fiiggs valtozora (pl. zi-re,
xo-re, T3-ra, z-re, sth.) is felirhaté ugyanazon ¢ fliggetlen valtozoval egy-egy ilyen
differencidlegyenlet, és az egyes F;, kifejezésekben nem csak az z;, o, x} , stb. fliggs
valtozok szerepelnek, hanem més x;, %, 27, stb. véltozok is, akkor ezek egyiitt
Osszefiiggs kozonséges differencidlegyenlet-rendszert (d.e.r.-t) alkotnak.
A magasabbrendid d.e.-ek ujabb fiiggs valtozok bevezetésével elsérendd d.e.r.-

dz d?z
= stb., akkor a (3.10) d.e.-vel

F(t )=0 (3.10)

ré alakithatok. Példaul legyen y =

ekvivalens az alabbi d.e.r.:

F(t’$5y7z7"')20

dz B

a Y

dy

- = 3.11
i (3.11)

A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a kézonséges d.e.-ek és d.e.r.-ek k6zott,
lévén az utobbiak egyszertien tobb (fliggs) valtozos kozonséges d.e.-ek.

Egy d.e.-nek dltalaban végtelen sok megoldasa van, azaz egy egész fiiggvénysereg
kielégiti a d.e.-et. A sereg tagjai koziil tovabbi feltételek (az un. peremfeltételek)
jelolnek ki kisebb halmazokat. N-edrendd d.e. esetében N fiiggetlen feltétel jelol
ki egy partikuldris megoldast.

Az N peremfeltétel a ¢ fliggetlen valtozo kiilonb6z6 értékeit tartalmazhatja. Ha
azonban az Osszes peremfeltétel ugyanarra a tg pontra vonatkozik, akkor ezekre azt
mondjuk, hogy kezdeti feltételek, és a feladatot kezdetiérték-problémanak nevez-
ziik. Ha a kezdeti feltételek G,(to,z,2’,...) = b; alakuak, ahol a b; valos szamok
adottak, akkor azokat kezdeti értékeknek hivjuk.

A fliggetlen valtozot azért szokas (de nem kotelezd) ¢-vel jelolni, mert az legtobb-
szOr az 1d6t jeloli. Példaul felmelegedés vagy lehtilés soran a hémeérséklet idofiig-
gését vizsgaljuk, vagy az id6 fiiggvényében szamitjuk a tokéletesen kevert tartély-
ban kialakul6 koncentraciot, stb. Ugyancsak az id§ szerepel fliggetlen valtozoként
a dinamikus mérlegegyenletekben.
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Azonban nem mindig id6 a fiiggetlen valtozd. Szamithatjuk példaul a tulajdon-
sagokat egy idedlis cs6reaktor mentén, amikor is a fiiggetlen valtozo a csGhossz men-
tén megtett at. Lehet a fiiggetlen valtozo valamilyan koncentracio, illetve barmi, a
vizsgalt fizikai rendszertdl fliggGen.

A vegyészmérnoki gyakorlatban el6fordulnak olyan osztott paraméterid mod-
ellek is (térbeli osztott paraméterrel), melyek nem dinamikus modellek, mégis a
kezdetiérték-problémak kozé sorolhatok. Ilyenek pl. a cséreaktor allandosult al-
lapotanak modelljei. Ez nyilvanvalé akkor, ha keresztirdnyban homogén eloszlast
tételeziink fel, és ismert a bemenet allapota. Ha keresztiranyban is modellezni
kell a valtozok eloszlésat, akkor is kezdetiérték-probléméarél beszélhetiink, ameny-
nyiben a cséreaktor bemeneti keresztmetszetén ismert az eloszlas. Hasonloképpen
kezdetiérték-problémara vezethet a hGcserélék héfokeloszlasanak modellezése a hGa-
tado feliilet mentén.

Az utobbi esetekben parcidlis differencidlegyenlet megoldasa a cél, a feladat
mégis megfogalmazhato kezdetiérték-problémaként, mert a fiiggs valtozo(k) szamitéasa
egyetlen irany mentén fokozatosan torténhet.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a d.e.(r.) explicit elsérendd alakban adott.
Egyvaltozos esetben ez azt jelenti, hogy a derivalt csak az egyenldség egyik oldalan

szerepel:
dx

— = f(t
= f(t)
Tobbvaltozos esetben a megfelels alak:
d.Ii .
dt :fi(t;$1;$27---) (121,2,...)

3.4.1. Az Euler-moédszer és valtozatai

Diszkretizaljuk a fiiggetlen valtozé értékeit egyenls h kozokben elhelyezett xg, x1,
x2, stb. pontokkal. A keresett x(¢) fiiggvényt fejtsiik Taylor-sorba valamely ¢;
pont koriil a numerikus szamitéassal megegyezs iranyban (elérehaladé differenciak),
és alljunk meg az 1. tag kifejtése utan:

d
Tig1 =2+ h (d_gtc>z +o0 (h2)

ahol az o (hz) kifejezés azt jelenti, hogy a maradék (a hiba) h-ban méasodfoku
polinommal kézelithetd.
Helyettesitsiik a derivalt helyére az explicit d.e. jobboldalat, és ezzel kapjuk
Euler moédszerét:
Tit+1 =~ T + hf(ti, {Ei)

azaz
Tit1 =2+ hf;

Az Euler-médszer allando h lépéskozzel a legegyszertibb numerikus eljarés, és
akkor javasolhat6, ha nem toreksziink nagy pontossdgra, hanem csak altalanos
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képet szeretnénk kapni a megoldésfiiggvény alakjarol. Még ebben az esetben sem
igazan alkalmas modszer, ha a megoldasnak éles kanyarulatai, torései vannak.
Euler modszere az eredeti d.e.-et differencia-egyenletté alakitja. Mivel a szami-
tott z1 érték nem pontos, az nem a valédi partikularis megoldasra esik. Ezért az x-
érték szamitésa eleve hibas kezdeti értékbdl folytatodik, vagyis e hibdk halmozdd-
nak.
Esetenként az Fuler médszer "instabil". Vizsgéljuk pl. a

dz

—~ —_pB?

at v
elsérendt linearis d.e.-et, ahol B # 0. Ennek egzakt megoldasa

x(t) = —B*exp(C — B?t)

ahol C egy valos szam, amit az 2(0) kezdeti érték hataroz meg: C = In(z(0)).
Minden megoldas 0-hoz tart névekvs ¢ mellett. Az Fuler modszer szerinti szamitas
lépése
Ti4+1 = Tj — Bzftih = (1 — BQh) Ty
Mivel B és h allandok,
Lidn = (1 — B2h)n €T; = An!Ei
ahol A = (1 — B?h). A kapott geometriai sorozat hatarértéke A-tol fiigg. A™ —

1
ﬂha|A|<1,ésA"—>ooha|A|>O. Ha h > akkor 1 — B2h < —1,

‘1 — Bzh| > 1, és a szamitott megoldas a végtelenbe divergal. Ahhoz, hogy az

ﬁ;

2
exponencialis fliggvény nulldhoz tartasat helyesen szamitsuk, ﬁ—nél joval kisebb

lépéshosszt kell valasztani.
Ez a stabilitasi probléma nem 1ép {61, ha a Taylor-sort a numerikus szamitassal
ellenkez6 iranyban fejtjiik ki (hdtrahalado differenciak):

dz
Ti = Xjq1 — h (E>i+1 +o0 (hz)

Atrendezéssel kapjuk az un. implicit Euler médszert:
Tiy1 A T + hfiga
vagyis (a megoldando d.e.-et behelyettesitve):
Tiy] =T — hB2:Ei+1
Innen djabb atrendezéssel: o
ami h értékétdl fiiggetleniil stabil, mert 1 + hB2 > 1.
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Nemlinaris d.e. esetében a hatrahaladé differencia modszerét kifejezs
Tit1 = + hf(tig1, vip1)

egyenletbdl nem tudjuk kifejezni az x;11 valtozot. Ekkor az f(¢, z) fiiggvényt sorba
fejtjik x szerint az x; pont koriil, és megéallunk az els tag utan (linearis kozelités):

Tit1 = T4 + h |:f(ti+17$i) + (g) . ({Ei+1 — 2131):|

Igy w;, kifejezhets:
hf(tivy, @)

df
bh <dx)i
Ez az un. félig-implicit Euler-médszer.

A hiba elvben végtelen kicsire csokkenthets a h 1épéshossz csokkentésével, azon-
ban ennek két kényeges akadalya van: (1) Gyakorlati szemponthol célszertd minél
kevesebb pontban kiszamitani az f(¢,x) fliggvényt, mert ezzel ardnyosan né a
szamitas ideje és koltsége. (2) A hiba csokkentésének korlatot szab az adott gépi
szamabrazolds moédja. Ha h nagyon kicsi, akkor nagy a véges szdmabrazolasbol
eredd kerekités relativ hibaja.

Tiy1 = T; +

3.4.2. Merev ("stiff") egyenletek

Ezekre az jellemzd, hogy a kivant pontossagu kozelitéshez vagy nagyon kicsi lépéshosszra
van sziikség, vagy tetszslegesen kicsi 1épéshossz sem elegends. Ez a "merevség"
nem a numerikus szamabrazolas hibajabol ered.

Keressiik példaul (1. példa) a

A2z
egyenlet megoldasat az
z(0) =1
dzx
— (0) =-10
7 0

kezdeti értékek és novekvs ¢ mellett. Az egzakt altalanos megoldas
x(t) = Aexp(—10t) + Bexp(10t)

ahol A és B integralasi allandok, melyek a kezdeti feltételekbdl megallapithatok:
A =1, B =0, vagyis az egzakt megoldéas:

x(t) = exp(—10t)
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A megoldas értéke nullanal 1, a pozitiv ¢ tartoméanyban pedig exponencialisan
lecsengd, nullahoz tartd fiiggvény. A d.e. kozelité megoldasakor azonban mindig
van valamilyen kicsi, de nullatol kiillonb6z6 € értéke a B paraméternek:

x(t) = exp(—10¢t) + £ exp(10t)

Barmilyen kicsi is €, t egy bizonyos értéke f6lott a masodik tag domindl, és a
numerikus megoldas egy kezdeti exponencialis lecsengé szakasz utan fellendiil, és
exponenciédlisan emelkedéveé valik.

Egy masik példaban (2. példa) keressiik a

dx

— = 998 1998
T T+ Y
dy

— = —999x — 1999
dt o 4

els6rendd, homogeén linearis d.e.r. megoldasat az z(0) = 1 és y(0) = 0 kezdeti
értékek mellett. Az egzakt megoldés:

:E(t) — 26715 _ 6710001&
y(t) _ —67t 4 e*lOOOt

A d.er. egyiitthato-méatrixdnak gyengén kondicionaltsaga miatt a megoldas-
ban nagysagrendileg kiilonbo6zd kitevdji exponenciélis tagok szerepelnek. Ez a nu-
merikus megoldasban ugyanazért okoz gondot, mint az 1. példaban. Ahhoz, hogy
a megoldas numerikusan stabil maradjon, a lépéshosszt 0.001-nél jéval kisebbre kell
véalasztani. Ellenkez6 esetben a numerikus megoldas kiilonb6z6 kezdeti értékekhez
tartozo partikularis megoldasok kozott valtakozik ellendrizhetetleniil.

Ismert (jol behatarolhaté alaka és attekinthets) d.e.-ek esetében a merevség
néha feloldhato alkalmas transzformaéci6 alkalmazéasaval. Példaul, ha az 1. példaban

1
az r = — helyettesitést elvégezziik, akkor a kapott, y-ra vonatkozé d.e. mar nem

merev. A numerikus megoldés elvégezhetd, és vissza-transzformalasssal kapjuk az
eredeti egyenlet numerikus kozelité megoldasat. Az ilyen transzformacié megk-
eresése azonban korantsem egyszeri feladat.

Egyes linearis d.e.-ek esetében a numerikus megoldas explicit modszerrel insta-
bil, de stabilla valik implicit vagy szemi-implicit m6dszer alkalmazaséaval, ahogy azt
a 3.4.1 alfejezetben megmutattuk.

A 2. példahoz hasolo instabilitas lép fol a desztillalo, abszorpcids, deszorp-
cios, stb. ellendramu szétvalaszté oszlopok modellezésénél annak kovetkeztében,
hogy a para-aram és a nyomas dinamikaja, a folyadékaram- és hold-up dinamika,
végiil pedig az Osszetétel-dinamika ebben a sorrendben névekvs, nagysagrendileg
kiilonb6z6 idGkésést folyamatok. Az idébeli szimulacié 1lépéshosszat a leggyorsabb
folyamathoz kell igazitani, ekkor viszont a lassabb folyamatok lezajlasanak mod-
ellezéséhez nagyon sok integralasi lépést kell végrehajtani. (Ugyanez a jelenség a
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szabélyozasban kedvezs, mert az ennyire eltérs idGallandoju folyamatok egymastol
fliggetleniil szabalyozhatok. Ezért az ilyen folyamatok szabalyozasa viszonylag
egyszeri, dinamikus modellezésiik viszont nagyon nehéz.)

3.4.3. Runge-Kutta mdédszerek

A megoldas stabilitasa, ezaltal az adott pontossag eléréséhez sziikséges minimaélis
lépéshossz is esetenként novelhetd, ha nem allunk meg a Taylor-sorfejtés 1. tagjanal,
hanem magasabbrendd kozelitést alkalmazunk. (A kozelités "rendiisége" azt fejezi
ki, hogy a becsiilhet6 hiba h-nak hanyadik hatvanyaval aranyos. Ebben az értelem-
ben az Euler-médszer méasodrendd.) A rendiség névelhetd elére- vagy hatrahalado
differencidk helyett centralis differencidk alkalmazéséaval is. Ez esetben ugyanis,
mint azt a 3.5 fejezetben megmutatjuk, a két kiilonboz6 iranyban haladé szim-
metrikus tagok algebrailag kiesnek.

A Runge-Kutta modszerek ilyen, magasabbrendd kozelitések, melyek azonban
ugy is felfoghatok, mint az Euler-médszer finomitasai. Az (explicit) Euler médsz-
ernél a teljes h lépéshosszt a szakasz elején szamitott meredekség hatarozza meg,
pedig a meredekség egészen mas lehet a szakasz masik végén. Nyilvan létezik egy
"integral-atlag" f meredekség, amivel szamitva az egzakt megoldéast kapnank:

z(t+h) = x(t) + hf

Az egyes Runge-Kutta modszerek ezen atlagos f meredekség kozelitésének mod-
jaban kiilonboznek. Ilyen értelemben az Euler-médszer is ide tartozik, mint ami az
atlag meredekséget a szakasz elején szamitott meredekséggel kozeliti.

A legegyszeribb Runge-Kutta-moédszer az, hogy a h hosszsagi intervallum
elején szamitott f; meredekséggel elGszor kiszamitjuk a fiiggd valtozo értékét az
intervallum kozepén: T; 1/ = x; + % fi, majd kiszamitjuk a meredekséget az igy
becsiilt (ti+1/27 ji+l/2) pontban: fi+l/2 = f(ti+1/2, ji+1/2)7 Végul pedlg a teljes h
szakaszt ezzel a meredekséggel hidaljuk at: z;41 = =i + hfiy s2- Bzt az eljarast
hagyoméanyosan igy jelolik:

kl = hf(t“l'l)

1 1
ke =hf(ti+ Sh,z; + Ski)
2 2
Tiy1 = T; + ko

A kézikonyvek szamos Runge-Kutta mddszert felsorolnak. Leginkabb javasoljuk
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a centralis "negyedrendd" Runge-Kutta modszert:
kv = hf(ti,xi)
k1

h
kzzhf(ti+§,$i+7)
h k

2’ 2
ky = hf(ti + h,x; + ks3)

_ ki ke ks kg
Ti+1 = T4 + 6 + 3 + 3 + 6
mivel ez a szimmetria kdvetkeztében valojaban 6todrendi, és ugyanakkor még elég

egyszerd.

3.4.4. Valtozb6 1épéshossz

Egyenletes hibaterités. Adott pontossag eléréséhez sziikséges aktualis lépéshossz
meghatéarozasahoz elGszor is meg kellene becsiilni az adott 1épéshossz mellett elérhetd
pontossagot. Ez a gyakorlatban lehetetlen. Ellenben viszonylag egyszertien elérhetd,
hogy a hiba egyenletes legyen, vagyis a nehéz szakaszokon kisebb 1épéshosszal, a
kénnyd szakaszokon nagyobb lépéshosszal haladunk, és az egyes azonos hosszi-
sagu szakaszokon nagyjabol azonos mértéki hibat halmozunk f6l. Ennek modjat a
negyedrendd Runge-Kutta modszer felhasznalasat feltételezve mutatjuk be:

Ehhez el6szor kiszamitjuk a h hosszusagt szakasz végén a fliggd valtozo értékét
egy h hosszusagu lépéssel:

2 = (RK)a(ti, x5, )

Ezutan ugyanezt kiszamitjuk két, egymast kovets % lépésben is:

h

$i+1/2 = (RK)4(ti,$i7 5)
h h
q;gi/12+h/2) = (RK)4(tz + 57 xi+1/27 5)
A két érték A = ‘:El(-i/lﬂh/m — :El(-i)l kiilonbségébsl nem tudjuk megbecsiilni az

elkovetett hibat, de foltehetjiik, hogy az aranyos a hibaval.
Mivel a negyedrendii Runge-Kutta médszer hibéja a lépéshossz 6todik hatvanya-
val aranyos, az egylépéses esetben a hiba aranyos h®-nel, a kétlépéses esetben a
h 5
hiba aranyos (5)5—nel, vagyis (ﬁ)—nel. Ha nem 2, hanem k lépésben szamitjuk a
5
h hosszisagu szakaszt, akkor a hiba aranyos (E)—nel. Ennélfogva valamilyen A*
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hibamérték eléréséhez sziikséges h* 1épéshossz igy szamithato:

A 5
W =h
(=)

A kitevs a megfelel6 hibarenddel azonos.

E modszert hasznalva csokkend lépéshossz esetén x;-t6l kell Gjraszamitani 1
lépést az j lépéshosszal, névekvs lépéshossz esetén viszont x;41-t6l (mivel az ak-
tudlis lépés elég pontos volt).

Richardson-féle extrapolacio. Adott h hosszusagu szakasz végpontjan a fiiges
valtozo értékét altaldban pontosabban lehet becsiilni két lépésben, mint egy 1épés-
ben. Négy lépésben még pontosabb becslést kapunk, ha h nem tal kicsi, stb. Bec-
siiljiik a szakasz végén a fliggvényértéket az adott konstans Iépéshossziisagii mod-

h

szerrel (pl. valamilyen Runge-Kutta modszerrel) sorra a hy = h, ho = 5 hs = R
h h h

hy = 6 hs = 3 heg = T2’ lépéshosszakkal, vagyis a h hosszisagu szakaszt

sorra 1, 2, 4, 6, 8 12, sth. lépésben szamitjuk. (Az oszt6 novekedésének algorit-
musa: k; = 2k;_o, hogy a lépéshossz ne cs6kkenjen tal gyorsan.) Az igy szamitott
x(F) értékek az egzakt megoldashoz tartananak, ha nem lenne véges szamabrazolas-
bol ereds hiba. A hatarértéket megbecsiilhetjiik, ha a (hy, *)) pontokra kozelits
fliggvényt illesztiink, és azt a h — 0 helyre extrapolaljuk. Tapasztalat szerint a
racionélis tortfiiggvénnyel torténs extrapolacié megbizhatéan mikodik.
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3.5. Peremérték-problémak

Ha egy differencidlegyenlet (d.e.) vagy differencidlegyenlet-rendszer (d.e.r.) &l-
talanos megoldasaban egynél tobb integralasi konstans szerepel, és a partikularis
megoldast kijelols kiegészits feltételek a fiiggetlen valtozonak nem egyetlen értékére
vonatkoznak, akkor peremérték-problémarol beszéliink.

Gyakorlati példak: 1. Keressiik egy egyetlen csgbdl allo, szilard hordozoéra
felvitt katalizatorral megrakott cséreaktor valamely keresztmetszetében (pl. a beta-
plalas helyétsl 10 cm tavolsagban) a hofok- és koncentracideloszlast, ha adott
a kiils6 hokozlés vagy hémérséklet vagy szigetelés. A keresztmetszet peremén
a feltételeket szimmetrikusnak vehetjiik. Legtobbszor a korkeresztmetszetd csé
belseje is szimmetrikus, és igy a feladat egydimenziossa egyszertisodik (sugariranya
helyfiiggvénnyel). Ha a toltet rendezett, és pontrol pontra, esetleg eltérs iranyok sz-
erint is valtozik a h6vezetés és a diffizid sebessége, akkor a feladat egészen bonyolult
is lehet. 2. CsGkoteges reaktor valamely csévének valamely keresztmetszetében ker-
essiik az eloszlasokat. Ekkor a cs6koteg szélén levs csovek peremein kialakulé vis-
zonyok nem tekinthet6k szimmetrikusnak. 3. Egy egész cs6koteg valamely kereszt-
metszetében keressiik a hofok- és koncentracio-eloszlast. Itt esetleg homogénnek
lehet tekinteni a kdteg belsejét, de részletesebb modellezésnél figyelembe kell venni
a helyrél helyre valtozé hovezetést. Kiilon bonyodalmat jelen