Kidolgozott feladatok a nemparaméteres statisztika témakorébol

A t4jékozodast mindenféle szinkodok segitik. A feladatok eredeti szovege zold, a megoldasok
fekete, a figyelmeztetd, magyarazo elemek piros szintiek.

1. Nyuszika répatorta-gyara nagyszerlien lizemel, viszont a piacon megjelent egy
manufaktira, amely kézmives répatortakat arusit, amelyek allitdsuk szerint sokkal
finomabbak Nyuszika tortainal. Ezért Nyuszika kozvélemény-kutatast végez. Az utcan
sétalo allatoktol megkérdezi, hogy ettek-e mar az ¢ tortaibol, illetve, hogy ettek-e a
kézmiives tortakbol, és kéri, hogy értékeljék ezeket 0-100-as skalan (100-as a legjobb).
Nyuszika a kisérlet soran nem talalkozott olyannal, aki mindkét fajta tortabol fogyasztott
volna. A kapott pontszamok alabb olvashatok:

Nyuszika tortaja 78; 66; 75: 85; 73; 59
Kézmiuives torta 91:83; 71

Nyuszika azt allitja, hogy nincs kiilonbség a sajat tortdja és a kézmiives torta
finomsagaban.

a) Fogalmazzuk meg, hogy milyen nullhipotézist kivan Nyuszika vizsgalni!
A nullhipotézisnek mindig az eloszlas(ok) valamilyen paraméterére kell vonatkoznia. Itt két
eloszlasrol beszélhetlink, Nyuszika tortdira adott pontszamok eloszlasardl, illetve a kézmiives
tortakra adott pontszamok eloszlasarol. Mivel a normalis eloszlas korantsem egyértelmi (lasd
f) kérdés), igy inkdbb a medidnok egyenldségét érdemes nézni.
Ho! =14
Ahol £ Nyuszika tortaira adott pontszamok medianja, x, pedig a kézmiives tortakra adott
pontszamok medianja.
Természetesen a sokasagok medianjarol van szo.
A gyakorlatban a javitds sordn maximalis ponttal fogadtam el, ha valaki magyardzat nélkiil
csak a nullhipotézist irta le. Ezt leginkabb azért tettem, mert jellemz6en kevés pontok
sziilettek a ZHban. Szerintem egyébként elvarhat6 lenne a magyardzo rész is.
Ha valaki a medidn helyett varhat6 értéket irt, 3 pontot kapott a 4-bdl.

b) Végezziik el az elemzést kismintas modszerrel!
Rangokat kell rendelni a pontszamokhoz, kapcsolt rangok nincsenek.
A kézmiives tortak kapjak a 9; 7; 3-as rangszdmokat, Nyuszika tortai pedig a 8; 6; 5; 4; 2; 1-€s
rangokat (a legnagyobb pontszdmhoz rendeltem a legnagyobb rangot, természetesen forditva
is lehet).
Ha a nullhipotézis igaz, akkor a rangok teljesen véletlenszertien oszlanak meg a két csoport
kozott.
Ez az el6bbi mondat nem a nullhipotézis, tehat nem j6 valasz az a) kérdésre!
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Ha ez igaz, akkor Gsszesen (3 :ﬁ=84 kiilonbozd, azonos valdsziniiségli kombinacid

lehetséges, igy egy adott kombinacid valoszinlisége 8_14 =0,0119.



Ahhoz, hogy a nullhipotézist elutasithassuk, az kell, hogy a rangszdm-Osszegek a
legszélsOségesebb 5%-ba essenek. Itt most a kézmiives tortak rangszdmait nézem, mert igy
kevesebb szamot kell nézni.

0,05
0,0119
akkor az a valamivel 5% alatt lesz, ha a legszélsGségesebb 3-3 kombinacional utasitom el,
akkor viszont mar felette.

Nézziik meg, hogy melyek a legszélsdségesebb kombinaciok!

Legnagyobb rangszam-osszegek: 9; 8; 7-nél 24, 9; 8; 6-nal 23, 9; 8; 5-nél és 9; 7; 6-nal 22.
Legkisebb rangszam-6sszegek: 1; 2; 3-nal 6, 1; 2; 4-nél 7, 1; 2; 5-nél és 1; 3; 4-nél 8.

Igy tehat vagy 6, 7, 23 és 24-es rangszam-Osszeg esetén utasitom el a nullhipotézist, ekkor

a= % =0,048, vagy 6, 7, 8, 22, 23 és 24-esnél, ekkor a = 8%, =0,095.

=4,2, azaz ha a legsz¢élsdségesebb 2-2 kombindcional utasitom el a nullhipotézist,

A példéaban viszont a rangszam-6sszeg 19, tehat a nullhipotézist mindenképp el kell fogadni.
Nyilvan nem vartam el, hogy a ZHban a megoldast ilyen részletességgel fejtsiik ki.

Azaz az adatok nem mondanak ellent annak, hogy a két tortafajta egyforman finom.

Itt nem vettem a szakmai valaszt nagyon szigoriian, megintcsak azért, mert kevés pont jott
Ossze a tobbi feladatbol.

Ezzel a moddszerrel nem kapunk p-értéket, de nincs is ra sziikség. Ahhoz, hogy p-értéket
kapjunk, az kell, hogy leszdmoljuk az dsszes olyan kombinaciot, ahol a rangszam-0sszeg 19,
vagy ennél sz¢élsdségesebb. Ez igen hosszadalmas feladat, igy ezt senkinek sem javasolnam.

C) Végezziik el az elemzést nagymintas modszerrel!
A nagymintas modszer esetén a rangszdm-0sszeget normalis eloszlassal kozelitjlik.
A rangszam-0sszeg varhato értéke, és variancidja szerepelt a képletgyiijteményben.
Itt is a kézmiives tortdkra irom fel a megoldast, de természetesen lehetne Nyuszika tortdira is.

Varhato érték: E(W )= ”1('\'2”) - 3'210 15
Variancia: Var(W )= NN+, _3-10-6 =15
12 12

. 19-15
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Az a =0,05-hoz tartozé z-kritikus érték +1,96, igy a nullhipotézist elfogadjuk.

A d) kérdéshez sziikség lesz p-értékre is, igy azt is leolvashatjuk.

1,033-hoz a tablazatbol 0,848 olvashato le, ez a tdle ,,balra” esd teriilet, a szélséségesebb

értekekhez tartozo teriilet 1 — 0,848 = 0,152. Mivel kétoldali probardl van szo, igy a p-értek

ennek a duplaja, p=0,304> 0,05, azaz a nullhipotézist ez alapjan is elfogadjuk.

Ez alapjan nem utasithatjuk el azt, hogy a tortdk finomséaga azonos.

Ugyanaz ¢él, mint amit a b) kérdésnél leirtam a szakmai valasszal kapcsolatban.

=1,033

d) Ellenérizziik, hogy megalapozott volt-e a nagymintas modszer hasznalata!
1 , N

Akkor megalapozott, ha a p-érték (amit a nagymintas modszerbdl kapunk) 1 és N1
+ +

koz¢é esik. Ezek itt 0,1 és 0,9.
Mivel a p=0,304 ezek kozé esik, igy megalapozott volt a nagymintas modszer hasznalata.



e) Mennyiben lenne informativabb, ha Nyuszika olyan allatokat kérdezett volna meg,
akik mindkét fajta tortabol fogyasztottak? Miért?
Ebben az esetben paros probat lehetne végezni, ami esetén az egyének kozotti ingadozas nem
befolyasolja a probastatisztikat, igy megbizhatobb (erdsebb) kovetkeztetésiink lehet.
A kulcssz6 a paros proba. Természetesen ezzel ekvivalens, mas megfogalmazast is
elfogadtam.

f) Hasznalhatnank-e itt paraméteres probat? Miért?
A paraméteres probahoz az kell, hogy az adatok normalis eloszlasbdl szarmazzanak.
Ha egy adat pontozassal jon 1étre, akkor arra elsd sorban tigy tekintiink, hogy az sorrendi
skalan értelmezett, ami esetén nem is meriil fel a normalis eloszlas, azaz nem végezhetiink
paraméteres probat.
AlapvetOen ezt a megoldast fogadtam el, ezzel az indoklassal.
Azonban ilyen sok kategoria esetén (0-100), mar igen jol kozelithetd normalis eloszlassal a
sorrendi skalan mért valdszintiségi valtozo, igy akar végezhetiink is paraméteres probat. Ha
valaki ezt ténylegesen igy megindokolta, azaz nem csak annyit emlitett meg, hogy az adatok
normalis eloszlasbol szarmaznak (ami ugye pont, hogy nem jellemzé a pontozassal
keletkezett adatokra), az is megkapta a maximalis pontot.

2. A Kisegér és Nagyegér a hireket olvassa az Ujsagban. Azt irjak, hogy az Egérkiraly
vizsgalni kivanja, hogy az alkohol fogyasztasa hatdssal van-e arra, hogy az alattvaloi
mennyire konnyen szagoljak ki a sajtot. Ehhez kisérletet végeznek. Egy darab sajtot
rejtenek el a kisérleti terlileten, majd egyes egerekkel alkoholt itatnak, egyesekkel pedig
nem, és vizsgaljak, hogy 10 percen beliil megtalaljak-e a sajtot vagy sem.

Az eredményeket a kisérlet elvégzése utan 2x2-es tablazatba gytjtik, ez lathato alabb:

megtalalta a sajtot nem taldlta meg a sajtot
alkoholt ivott 25 22
nem ivott alkoholt 33 13

a) Kisegér szerint itt a sorosszeg rogzitett, Nagyegér szerint itt az oszlopdsszeg rogzitett.
Melyikiiknek van igaza? Miért?
Kisegérnek van igaza, mert a sordsszeg rogzitett. Ez a 2x2-es tablazat clinical trial-tipust
esete. A kisérlet soran meghatarozzak, hogy melyik egér fogyaszt alkoholt, és melyik nem.

b) Hogyan kellett volna elvégezni a kisérletet, hogy a masik egérnek legyen igaza?
Mennyire reélis ez az elképzelés?

Ahhoz, hogy a mésik egérnek legyen igaza, az kell, hogy az oszlopdsszeg rogzitett legyen, a
sorosszeg pedig nem. Ez egy case-control tipust vizsgalatot adna ilyenkor.
Ehhez az kell, hogy az adatokat utdlagosan elemezziik. Egy lehetséges példa, hogy az
egereknek hagyjak, hogy 6k dontsék el, hogy isznak-e alkoholt vagy sem, majd megkerestetik
velik a sajtot. Az eredményeket dokumentdljadk. Majd ezen dokumentumok koziil
kivalasztanak valahdnyat (fix szamut), ahol az egér megtalalta a sajtot, és kivalasztanak
megint csak fix szdmut, ahol nem. Ezutan csak ezeket az adatokat elemzik. Ez nyilvan nem
hatékony, nem redlis elképzelés.
Nem jo6 az a valasz, hogy minden egér maga donti el, hogy iszik-e alkoholt, majd vizsgaljak
az oOsszes egérre, hogy megtalalta-e a sajtot vagy sem. Ugyanis ilyenkor csak a teljes 0sszeg
rogzitett, az oszlopdsszegek nem. Mellesleg ez sokkal realisabb elképzelés.
Mas, kreativ valaszt is elfogadtam, ha teljesiilt az, hogy az oszlopdsszeg rogzitett. Ezek még
kevésbé redlis elképzelések voltak.



c) Milyen nullhipotézis irja le azt, amire az Egérkiraly kivancsi?
Hy: n=n,
Ahol 7, annak a valészinilisége, hogy az alkoholt fogyasztd egér megtalalja a sajtot, 7z, annak
a valdszintisége, hogy az alkoholt nem fogyaszt6 egér megtaldlja a sajtot.

Szerintem itt is elvarhato lenne, hogy a megoldasban benne legyen a jeldlések értelmezése, de
nem vontam le most pontot emiatt.

d) Hogy dontiink a nullhipotézisrél? Mit mondhatunk az Egérkiralynak?
Ezt tobbféle modon lehet megoldani. Hasznalhatunk z-probat, és x>-probat is. Hasznalhatunk
folytonossagi korrekciot. A z-proba esetén Wald, vagy score mddszert kell hasznalnunk.
Nyilvan akarmelyik megoldas jo, és elég csak egyet elvégezni.

7= 2 __ 053, 7, 3B _om
25+ 22 33+13
Wald moédszerrel:
. 0,53-0,72 103
\/ 0,53(1-0,53) . 0,72(1-0,72)
47 46

Ez beleesik az & =0,05-hoz tartoz6 +1,96 intervallumba, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.

score modszerrel:
Ha a nullhipotézis igaz, akkor a valosziniiség a marginalisokbol szdmithato:
25+33

7= =0,62
25+22+33+13
= 0,53-0,72 __1g8
0,62(1-0,62 ERS
47 46

Ez beleesik az @ =0,05-hoz tartozé +1,96 intervallumba, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.

y’-probaval, observed/expected tablazattal
Ha a nullhipotézis igaz, akkor mindkét sorban 7 =0,62 a valdszinlisége az 1. oszlopba
keriilésnek. Igy a vart (expected) értékek tablazata igy néz ki:

47-0,62=29,14 47-0,38=17,86
46-0,62 = 28,52 46-0,38=17,48

fgy a probastatisztika:
, (25-2914} . (22-17,86) . (33-28,52) .\ (13-17,48)
2014 17,86 28,52 17,48

1714 N 1714 N 20,07 N 20,07
2914 1786 2852 17,48

Ez egy 1 szabadsagi foku xz-eloszlélsﬁ valdsziniiségi valtozd. Annak ellenére, hogy az eredeti
nullhipotézis kétoldali probat kivéan, itt a négyzetre emelés miatt csak az ennél nagyobb
értekek tekintenddek ennél szélsdségesebbnek (ugyantigy, mint az ANOVA-nal), tehat felsd
kritikus értéket kell nézni.
A téblazat alapjan a kritikus érték 3,841, a probastatisztika ennél kisebb, azaz a nullhipotézist
elfogadjuk.
Nem vontam le pontot akkor, ha valaki itt kétoldali kritikust nézett, azaz gyakorlatilag
a =0,025-6s szinten dolgozott.
A tablazatbol nem olvashato ki a p-érték, statisztikai szoftverrel megaphatjuk: p = 0,065

=0,588+0,960+0,704 +1148=3,4



A nullhipotézist mindegyik esetben elfogadtuk, azaz az adatok nem mondanak ellent annak,
hogy az alkohollal és alkohol nélkiil azonos valoszintiséggel talaljak meg az egerek a sajtot.
Itt a nullhipotézis nem megfeleld megfogalmazdsa esetén levontam 1 pontot. Példaul
helytelen megfogalmazas, hogy ez alapjan azonos valészintiséggel talaljak meg a sajtot az
alkoholt iv6 €és nem ivo egerek. (Vagy barmi mas, amibdl nem latszik egyértelmiien, hogy a
nullhipotézis elfogadasa nem bizonyito erejii.)

3. A Bolcs Bagoly a Wald ¢és score modszerekrdl mesél a tanulni vagyo fiatal allatoknak. A
kicsik viszont nem figyeltek oda, igy nem értették meg az 0sszefiiggéseket, igy kérdéseik
tamadtak. Azonban a Bdlcs Bagoly nappal alszik, igy 6 nem tud valaszolni a kérdésekre.
Vilaszoljunk mi a kérdésekre!

a) Milyen kismintas modszerek esetén van értelme Wald és score modszerrdl beszElni?

A Wald és score modszerek ugy meriilnek fel, hogy amikor a binomiélis eloszlast normalis

eloszlassal kozelitjik, a nevezOben, a variancia kifejezésében megjelenik az ismeretlen

valdszinliség, €s ezt kell valamivel helyettesiteni.

Ennek kovetkeztében SEMMILYEN kismintas modszernél nincs értelme ezen modszerekrol

besz€lni, hiszen ott ez a probléma nem meriil fel.

b) Mit helyettesitiink mivel, ha a Wald modszert alkalmazzuk?
A valoszintiség valodi értékét () a becsiilt értékkel (7 ) helyettesitjiik.

c) Mit helyettesitiink mivel, ha a score médszert alkalmazzuk?
A valosziniség valodi értékét (x) a nullhipotézis szerinti feltételezett értékkel ()

helyettesitjiik.

Alapvetden elvarhatd lett volna, hogy leirjuk azt is, hogy miért, meg hol kell ezt a
helyettesitést meglépni, de ezek nélkiil is megadtam a maximalis pontot.

A 2. feladat d) részében részletesen lathatod, hogy pontosan hogyan kell ezeket a modszereket
alkalmazni.

d) Hasznalhatunk-e folytonossagi korrekciot, ha a Wald, illetve a score moddszert
alkalmazzuk?
A Wald és score moddszerek hasznalata nem befolyasolja a folytonossagi korrekcio
hasznalhatosagat, illetve azon nagymintds modszerek esetén, ahol felmeriil a Wald és score
modszerek alkalmazasanak sziikségessége, ott lehetséges folytonossagi korrekciot alkalmazni.
Tehat, igen, hasznalhatjuk mindkét esetben.

4. Az Orszagos Egyszarva Tanacs kivancsi arra, hogy van-e 0sszefiiggés a kozott, hogy az
egyszarvuk sorénye szivarvanyszinben tiindokol-e, illetve hogy a patdjuk aranyszinben
csillamlik-e, mikézben vagtaznak. Ezért kérddiveket kiildtek ki 200 egyszarvinak,
amelyben rékérdeztek ezekre. Osszesen 112 vélasz érkezett, ezek eredményei az alabbi
2X2-es tablazatban szerepelnek:

szivarvanyszinben tiindokol?
igen nem
e igen 34 17
()
csillamlik? e 7 3

a) Milyen tipusu 2x2-es tablazat ez? (sor0sszeg / oszlopdsszeg / teljes Osszeg rogzitett,
paros vagy kétmintas) Miért?
A tablazat paros mintat tartalmaz, és a teljes Osszeg rogzitett, mert csak annyit tudtunk, hogy
hany egyszarvu kiildte meg a valaszat, €s 0k 0sszetartozo két kérdésre adtak meg a valaszt.



Nem jo megoldas az, hogy ,,sem az o0szlop- sem a sord0sszeg nem rogzitett”, ugyanis ilyen
tipusubol kétféle tablazat van, ahol a teljes 0sszeg rogzitett (ez), illetve az, ahol a teljes Gsszeg
sem rogzitett. Utdbbi tablazat-tipust masképpen kell kiértékelni.

b) Milyen nullhipotézist fogalmazhat meg az OET?
Az ilyen tipust tablazatokndl kétféle szakmai kérdést lehet feltenni, és ezen mulik a
kiértékelés modja. Mindenképpen meg kell jegyezni azt, hogy e kettd koziil melyik a helyes,
azt csak a szakmai kérdés hatarozza meg, nem a kisérlet elvégzésének modja (ugyanis az
ugyanaz mindkét esetben).
A kétféle kérdés, amit itt megfogalmazhatunk a fiiggetlenség, illetve a szimmetria. A
fliggetlenség azt jelenti, hogy egy kombinacio valdszintisége megegyezik a marginalis
valoszinliségek szorzatdval. A szimmetria azt jelenti, hogy az 1. kérdésre adott egyik vélasz
valoszinlisége megegyezik a masik kérdésre adott valamelyik valasz valoszintiségével. (Ez
NEM jelenti azt, hogy barmelyik kérdésre adott két valasz valdszinlisége megegyezik, azaz
50%.)
A feladat szovege alapjan az OET arra volt kivancsi, hogy van-e Osszefiiggés a két
tulajdonsag kozott, azaz itt fliggetlenségvizsgalatot kell végezni.
Ennek nullhipotézise:
H,: T = Ty " T

Ahol 7; annak a valosziniisége, hogy egy egyszarvli 1. kérdésre az i. s a 2. kérdésre a j.

valaszt adja. 7;, annak a valdszinlisége, hogy egy egyszarvu az 1. kérdésre az i. valaszt adja.
7,; annak a valoszinlisége, hogy egy egyszarvi a 2. kérdésre a j. valaszt adja.

A magyarazat sziikségességére vonatkozd megjegyze€s itt is €rvényben van.

c) Milyen statisztikai probat kell végezni? (x* vagy McNemar?)
A fliggetlenségvizsgalatot xz-pr(’)béval kell végezni.
A szimmetria vizsgalatat a kérdésbol magatol értetédd modon McNemar-probaval kellene
végezni.

d) Végezziik el a probat! Milyen kdvetkeztetésre juthat az OET ez alapjan?
Eldszor a marginalisokbol kiszamitjuk a kovetkezd valdszintiségek becslését:

A, = % — 0,545, #,, =1-0,545=0,455

7%+l = 34]-1_217 = 014551 7’i-+2 :1_0,455: 0,545

Ezek alapjan elkészithetjiik a vart (expected) értékek tablazatat:

0,455-0,545-112 = 27,78 0,455-0,455-112 = 23,22
0,545-0,545-112 = 33,22 0,455-0,545-112 = 27,78
fgy a probastatisztika:
, (34-27,78) . (17-23,22) .\ (27 -33,22) .\ (34-27,78)
° 271,78 23,22 33,22 271,78
_ 3869 3869 3869 3809 ) 393.1666+1165+1393=5617

27,718 2322 3322 27,78
Ugyanazon megfontoldsok miatt, mint a 2. feladatnal, ez is 1 szabadsagi foku x*-eloszlasu
valoszinliségi valtozo, és a kritikus érték 3,841. Ennél a prébastatisztika nagyobb, igy a
nullhipotézist elutasitjuk.



Ahogy a 2. feladatnal, itt sem vontam le pontot akkor, ha valaki nem vette észre, hogy csak
felso kritikus van.

A p-érték csak statisztikai szoftverrel szamithato: p = 0,018.

Ezek alapjan van Osszefiiggés a két tulajdonsag kozott.

A nullhipotézis elutasitdsa bizonyit6 erejii. Tehat itt az helytelen megfogalmazas, hogy ,,az
adatok alapjan nem tudjuk bizonyitani a fliggetlenséget”.

Ha valaki McNemar-probat végzett itt, akkor az erre a feladatrészre jard 8 pontbol maximum
4-et szerezhetett meg. Azt nem tekintettem kiilon hibanak, igy nem is vontam le érte pontot,
hogy a McNemar alapjan a fliggetlenségre kdvetkeztetett.

Minden statisztikai probat o = 0,05-6s szinten kell elvégezni.

Képletgytijtemény:

WiIcoxon-Mann-Whitney: E(W | Ho): nl(NT-i_l); Var(W | H0)=% (ha nincs kapcsolt rang)
Wilcoxon matched pairs: EW | H,)=0; Var(W|H,)=>"R"

Binomialis eloszlas: p(k)= (rk]j A A-z)

E(k)=nz; Var(k)=nz(1-r)

Z(Oi - Ei )2

y¥>-proba 2x2 tablazat esetén (O — tapasztalt; E — vért): y2 =

E
A xz-pr(')bénak ez a formédja olyan szempontbdl jo, hogy a legéltalanosabb, és relative konnyen
megjegyezhetd.
b-c
McNemar: z,=———

b+c



