
NEMPARAMÉTERES PRÓBÁK

A leggyakrabban használt próbák (pl. a t-próbák, ANOVA)

feltételezik a normális eloszlást.

Sokszor ez nem teljesül.

Következmény: az első ill. másodfajú hiba-valószínűsége

eltér a deklarálttól (Pl. azt hisszük, hogy p=0.01, tehát

szignifikáns a különbség, pedig helyesen számolva p=0.2

lenne, tehát nem szignifikáns a különbség.)

A nemparaméteres próbák nem tételezik föl a normális eloszlást. 
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Sokszor az adatok természete már nyilvánvalóvá teszi:

• a selejtarány binomiális eloszlású

• a ritkán előforduló eset (pl. hibák száma) Poisson-eloszlású

• őrlésnél a szemcseméret lognormális eloszlású

• bizonyos adatok csak sorrendi skálán értelmezhetők (pl. Likert-skála)

Mikor nem várható a normális eloszlás?

Máskor csak az eloszlás vizsgálatával derül ki :

• hisztogram

• normalitásvizsgálat (grafikusan: Normal Probability Plot,  statisztikai 

próbával: pl. Shapiro-Wilk test)
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1. rangokon alapuló próbák

• kétmintás t-próba   Wilcoxon-Mann-Whitney

• egymintás t-próba  Wilcoxon signed rank

• páros t-próba   Wilcoxon signed rank

• egy faktor szerinti ANOVA  Kruskal-Wallis

• véletlen blokk  Friedman

+ rang-korreláció

Miről lesz szó ebben a negyedévben?
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2. Mediánok vizsgálata

• egy vagy két párosított minta   előjel-próba

• két vagy több független minta  Mood-féle medián próba

Nemparaméteres jegyzet 1. fejezet



3. binomiális eloszláson alapuló próbák

• egymintás binomiális próba 

• kétmintás binomiális próba két arány összehasonlítására

kontingencia-táblázatok: homogenitásvizsgálat

• binomiális eloszláson alapuló páros próbák

függetlenségvizsgálat vagy McNemar próba

• Fisher „egzakt” próbája

Miről lesz szó ebben a negyedévben? (folytatás)
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Nemparaméteres jegyzet 2. fejezet



Miről lesz szó ebben a negyedévben? (folytatás)
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5. Logit regresszió

(a függő változó névleges vagy sorrendi skálán mért)

6. Túlélés vizsgálatok

4. Illeszkedésvizsgálat

• Poisson-eloszlásra

• multinomiális eloszlásra

• kontingencia-táblázatokra

Nemparaméteres jegyzet 3., 4. fejezet



Néhány figyelmeztető megjegyzés:

• ha az adatok ténylegesen normális eloszlásúak, 

a nemparaméteres próbák statisztikai ereje kisebb 

(könnyebben elfogadják a nullhipotézist, amikor az nem igaz)

 ha lehet (azaz a normális eloszlású adatokra) a paraméteres 

próbákat célszerű alkalmazni

• a nemparaméteres próbák ugyan nem feltételezik a normális eloszlást, 

de más, elég szigorú feltételeket támasztanak!

(pl. függetlenség, a két összehasonlítandó minta azonos alakú 

eloszlásból származzék)

 ha ezek nem teljesülnek, a nem-paraméteres próbák ugyanúgy 

hamis eredményt adnak, mint a paraméteresek
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• ha a próba eredménye szignifikáns (a nullhipotézist elutasítjuk),

az is lehetséges, hogy a nullhipotézis (pl. két sokaság mediánjainak 

várható értékek megegyezik) igaz, csak a próba feltételezései nem 

teljesülnek
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Néhány figyelmeztető megjegyzés (folytatás):



Két független minta összehasonlítása:

Wilcoxon-Mann-Whitney próba

1. példa

(Conover, W.J.: Practical nonparametric statistics, J. Wiley, 3rd ed. 1999,

p. 101 nyomán)

Felmérést végeztek általános iskolás gyerekek körében, hogy azok 

a gyerekek, akik óvodába jártak, eredményesebbek-e az iskolában.

12 gyerek eredményeit vizsgálták, közülük 4 volt óvodás.

a kétmintás t-próba nemparaméteres megfelelője
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átlag 4.5 4.2 4.1 3.8 4.6 4.4 4.3 4.0 3.9 3.7 3.6 3.5 

járt-e igen igen igen igen nem nem nem nem nem nem nem nem 

 

Függő változó sorrendi skála!

RANGOK VIZSGÁLATA
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Rangok (rangszámok)

Sorba rendezzük a gyerekeket az átlageredményeik szerint: 

1. a legmagasabb, 12. a legalacsonyabb.

Majd a sorrendben elfoglalt helyük alapján minden egyes 

mintaelemnek adunk egy rangszámot.

átlag 4.6 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.6 3.5 

rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

járt-e nem igen nem nem igen igen nem nem igen nem nem nem 

 

Rang(szám): az adat sorszáma a nagyság szerint sorbarendezett 

mintában



H0: a 4 óvodát járt nem teljesít jobban, rangszámuk véletlen minta 

az 1-12 közül

H1: a 4 óvodát járt jobban teljesít, rangszámaik alacsonyabbak 
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Nullhipotézis - egyoldali ellenhipotézis

Próbastatisztika: az óvodát jártak W rang-összege

Wmin= 10 (1, 2, 3, 4)

Wmax= 42 (9, 10, 11, 12)

Waktuális= 22 (2, 5, 6, 9)
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Kismintás eljárás - filózófia

Állíthatjuk-e biztonsággal, hogy az óvodások jobban teljesítenek 

(a valóságban kisebbek a rangszámaik) és nem véletlen okozta a 

mintában tapasztalt sorrendet?

Precíz módszer,

de (még kis mintánál is) sok számolást igényel.

Ha a rangszámokat véletlenszerűen osztanánk ki,

mindegyik konfiguráció előfordulási valószínűsége:

1

495

495
4321

9101112

4
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lehetséges konfigurációk száma



495
4321

9101112

4

12















Döntés:

H0-t elfogadjuk,

az óvodások nem jobbak 
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 W P (W=H0) P (W H0) 

1,2,3,4 10 1/495 1/495=0.002 

1,2,3,5 11 1/495 2/495=0.004 

1,2,3,6 12 2/495 4/495=0.008 

1,2,4,5  

1,2,3,7 13 3/495 7/495=0.014 

1,2,4,6  

1,3,4,5  

1,2,3,8 14 5/495 12/495=0.024 

1,2,4,7  

1,2,5,6  

2,3,4,5  

1,3,4,6  

1,2,3,9 15 6/495 18/495=0.036 

1,2,4,8  

1,2,5,7  

1,3,5,6  

1,3,4,7  

2,3,4,6  

 

Kismintás eljárás – számítás (egyoldali)

Aktuálisan az óvodát jártak 

rangszámai: 2, 5, 6, 9      

→ W=22

  036.0H15 0  WP

  057.0H16 0  WP
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H0’: az óvodát jártak és nem jártak egyformán teljesítenek 

rangszámok véletlenszerűen osztódnak ki

H1’: az óvodát jártak és nem jártak különbözően teljesítenek 

(akár jobban, akár rosszabbul)

Nullhipotézis - kétoldali ellenhipotézis

Mindkét oldalra (kis és nagy rangszám összeg) megnézzük 

0.025 határral. 
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 W P (W= ) P (W ) 

12,11,10,9 42 1/495 1/495=0.002 

12,11,10,8 41 1/495 2/495=0.004 

12,11,10,7 40 2/495 4/495=0.008 

12,11,9,8  

12,11,10,6 39 3/495 7/495=0.014 

12,11,9,7  

12,10,9,8  

12,11,10,5 38 5/495 12/495=0.024 

12,11,9,6  

12,11,8,7  

12,10,9,7  

11,10,9,8  

12,11,10,4 37 6/495 18/495=0.036 

12,11,9,5  

12,11,8,6  

12,10,9,6  

12,10,8,7  

11,10,9,7  

 

Kismintás eljárás – számítás (kétoldali)

H0-t elfogadjuk,

ha 14 < W < 38



Közelítés normális eloszlással (nagymintás eljárás)
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6794.0
67.34

2622
0 


z

  248.06794.0  zPp

Nagymintás eljárás (folytatás):

Döntés mindkét esetben:

H0-t elfogadjuk

H0 - H1 hipotézispárra (egyoldali):

H0’ - H1’ hipotézispárra (kétoldali):

  496.0248.0*26794.06794.01  zPp

Mann-Whitney U Test (Ovoda in Workbook1)

By variable jarte

Marked tests are significant at p <,05000

variable

Rank Sum

i

Rank Sum

n

U Z p-value

rang 22,00000 56,00000 12,00000 -0,679366 0,496906
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11

1




 N

N
p

N

Nagymintás eljárás alkalmazhatósági feltétele:

Az aktuális példában: N=12

112

12

112

1





p

923.0495.0077.0  
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0.0

0.1

0.2

0.3

-2 0 2 4 6 8 10 12

x  b  7x < b  7

x=b=7

Folytonossági korrekció (Continuity correction)
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𝑃(𝑥 = 7) helyett 𝑃(6.5 < 𝑥 ≤ 7.5)

𝑃(𝑥 ≤ 7)𝑃(𝑥 < 7) helyetthelyett 𝑃(𝑥 ≤ 7 + 0.5 = 7.5)𝑃(𝑥 ≤ 7 − 0.5 = 6.5)
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 0zzPp egyoldali

Folytonossági korrekció alkalmazása

az 1. példára

5944.0
67.34

5.02622
0 


z

kétoldali

0.0

0.1

0.2

0.3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑝 = 𝑃(𝑧 ≤-0.5944) = 0.2766

Mann-Whitney U Test (w/ continuity correction) (Ovoda in Ovoda)

By variable jarte

Marked tests are significant at p <,05000

variable

Rank Sum

i

Rank Sum

n

U Z p-value

rang 22,00000 56,00000 12,00000 -0,594445 0,552215

𝑝 = 0.2766*2 = 0.5532

A folytonossági korrekció konzervatívabbá teszi a becslést!

  248.06794.0  zPp

emlék: korrekció nélkül



Kapcsolt rangok (ties)

 

kezelt kontroll 

VAS rang VAS rang 

7 1 10  2.5 

10 2.5 15 6 

11 4 12 5 

 

2. példa

(J. Krauth: Distribution-free statistics, An application-oriented approach, 

Elsevier, 1988, p. 50)

Pszichiátriai betegeket lítium-készítménnyel való kezelésének

hatásosságát vizsgálták. A függő változó a páciensek önértékelése

a depressziós skálán (VAS: Visual Analogue Score, nagy érték

súlyosabb depressziót jelent).
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Kapcsolt rang:

azonos értékek esetén a 

mindegyik érték a rájuk 

jutó rangok átlagát kapja



Kismintás eljárás

 

csoport T T C T C C 

VAS 7 10 10 11 12 15 

rang 1 2.5 2.5 4 5 6 

 

Ha a rangszámokat véletlenszerűen osztanánk ki,

mindegyik konfiguráció előfordulási valószínűsége:

H0: a kezeltek eredményei nem jobbak a nem kezeltekénél 

(a rangszám csak a véletlentől függ)

H1: a kezeltek eredményei jobbak (alacsonyabb rangszámok)
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Adatok sorba rendezése és rangok kiosztása:

20
3

6









A lehetséges konfigurációk száma:

1

20
= 0.05



 

 1 2.5 4 2.5 6 5 W 

1 1 (T) 1 (T) 1 (T) 2 (C) 2 (C) 2 (C) 7.5 

2 1 1 2 1 2 2 6 

3 1 1 2 2 1 2 9.5 

4 1 1 2 2 2 1 8.5 

5 1 2 1 1 2 2 7.5 

6 1 2 1 2 1 2 11 

7 1 2 1 2 2 1 10 

8 1 2 2 1 1 2 9.5 

9 1 2 2 1 2 1 8.5 

10 1 2 2 2 1 1 12 

11 2 1 1 1 2 2 9 

12 2 1 1 2 1 2 12.5 

13 2 1 1 2 2 1 11.5 

14 2 1 2 1 1 2 11 

15 2 1 2 1 2 1 10 

16 2 1 2 2 1 1 13.5 

17 2 2 1 1 1 2 12.5 

18 2 2 1 1 2 1 11.5 

19 2 2 1 2 1 1 15 

20 2 2 2 1 1 1 13.5 

 

15.0
20

3
p
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mintabeli eset

mintabeli vagy 

ugyanolyan vagy 

jobb (a véletlen 

műveként):

Döntés?

𝛼 = 0.05

Kismintás eljárás (folytatás):
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Nagymintás eljárás:

)(

)(

WVar

WEW
z




Kapcsolt rangok esetén módosított képlet a varianciára:

ത𝑅 =
𝑁+1

2
=3.5

𝑠𝑅
2 =

σ𝑘=1
𝑁 𝑅𝑘

2 −𝑁 ത𝑅2

𝑁 − 1
=
1

5
∙ 12 + 2.52 + 2.52 + 42 + 52 + 62 − 6 ∙ 3.52 = 3.4

𝑉𝑎𝑟 𝑊ห𝐻0 =
𝑛1𝑛2
𝑁

∙ 𝑠𝑅
2 =

3 ∙ 3

6
∙ 3.4 = 5.1

𝐸 𝑊ห𝐻0 =
𝑛1 𝑛1 + 𝑛2 + 1

2
=
3 ∙ 7

2
= 10.5

𝑧𝑘𝑟𝑖𝑡 = −1.64𝑧0 =
7.5 − 10.5

5.1
= −1.328 Döntés?

𝛼 = 0.05



adjusted = adjusted for ties

azaz kapcsolt rangokkal számolt
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Mann-Whitney U Test (Litium in Workbook2)

By variable treate

Marked tests are significant at p <,05000

variable

Rank Sum

T

Rank Sum

C

U Z p-value Z

adjusted

p-value Valid N

T

Valid N

C

2*1sided

exact p

Rang 7,500000 13,50000 1,500000 -1,30931 0,190431 -1,32842 0,184040 3 3 0,200000

„eredeti” képlettel számolva

𝑉𝑎𝑟 𝑊ห𝐻0 =
𝑛1 𝑛1 + 𝑛2 𝑛2

2
=
3 ∙ 7 ∙ 3

12
= 5.25

𝑧0 =
7.5 − 10.5

5.25
= −1.309

Statistics > Nonparametrics >

Comparing two independent samples (groupes) > 

Mann-Whitney U test



Mann-Whitney U Test (litium)

By variable treate

Marked tests are significant at p <.05000

variable

Rank Sum

T

Rank Sum

C

U Z p-level Z

adjusted

p-level Valid N

T

Valid N

C

2*1sided

exact p

VAS

vasm1

vasm2

vasm3

7.500000 13.50000 1.500000 -1.30931 0.190431 -1.32842 0.184040 3 3 0.200000

7.500000 13.50000 1.500000 -1.30931 0.190431 -1.32842 0.184040 3 3 0.200000

6.000000 15.00000 0.000000 -1.96396 0.049535 -1.96396 0.049535 3 3 0.100000

6.000000 15.00000 0.000000 -1.96396 0.049535 -1.96396 0.049535 3 3 0.100000

Csak a rangok számítanak, az adatok közti távolságok nem!

1

treate

2

VAS

3

rang0

4

Vasm1

5

rang1

6

Vasm2

7

rang2

8

Vasm3

9

rang3

1

2

3

4

5

6

T 7 1 9 1 1 1 9 1

T 10 2.5 10 2.5 2 2 10 2

T 11 4 11 4 3 3 11 3

C 10 2.5 10 2.5 12 4 12 4

C 15 6 15 6 13 5 13 5

C 12 5 12 5 14 6 14 6
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 5 4 3 2 1 

Hotel1 30 66 30 13 11 

Hotel2 50 72 21 4 3 

rang 260.5 151.5 57 23 7.5 

 

3. példa

R. Hoerl, R. Snee: Statistical thinking, Duxbury, 2002 nyomán

Vevői elégedettség összehasonlítása 2 szállodában 150-150 kérdőív 

alapján.

legrosszabb minősítést adtak: 11+3=14 fő

1…14 sorszám → kapcsolt rang: 
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1 + 14

2
= 7.5

13+4=17 fő

15…31 sorszám 

→ kapcsolt rang: 
15 + 31

2
= 23



BIOMETRIA2_NEMPARAMÉTERES_1 27

1

score

2

number

3

Hotel

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

5 30 Hotel1

4 66 Hotel1

3 30 Hotel1

2 13 Hotel1

1 11 Hotel1

5 50 Hotel2

4 72 Hotel2

3 21 Hotel2

2 4 Hotel2

1 3 Hotel2

Mann-Whitney U Test (Hotel in Workbook4)

By variable Hotel

Marked tests are significant at p <,05000

Weight variable: number

variable

Rank Sum

Hotel1

Rank Sum

Hotel2

U Z p-value Z

adjusted

p-value Valid N

Hotel1

Valid N

Hotel2

score 19905,50 25244,50 8580,500 -3,55342 0,000380 -3,79116 0,000150 150 150



1. A két minta véletlen minta a két sokaságból

2. A két minta független

3. Legalább sorrendi skálán mért változókról van szó

4. A két minta mögött álló két sokaság eloszlása azonos alakú, 

vagyis amennyiben a két eloszlásfüggvény különböző, a 

különbség helyzeti
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Wilcoxon-Mann-Whitney próba feltételei



    GF :H0    yxPyxP 

    GF :H1    yxPyxP 

A 4. feltételhez „értelmezéséhez”: 

x

y

F()

G()

Custom Text

x y

azaz

x többnyire kisebb y-nál

BIOMETRIA2_NEMPARAMÉTERES_1 29



    GF :H0

    GF :H1

csak akkor ha:

a két minta mögött álló két sokaság eloszlása azonos alakú, 

vagyis amennyiben a két eloszlásfüggvény különböző, 

a különbség helyzeti

   yExE :H0

   yExE :H1

A hipotézisek természete:
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Erre tudunk válaszolni Ezt szeretnénk viszont tudni



-5 0 5 10 15 20 25
0.00
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0.16
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0.22

0.24

y

x

    3 yExE

   yxPyxP 

de

Elutasítjuk H0-t, de nem azt, ami érdekel minket!
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Ellenpélda: nem azonos alakú eloszlások, 

bár a várható értékük megegyezik

𝑥~𝜒𝜈=3
2

𝑦~6 − 𝜒𝜈=3
2



Összehasonlítás egy előírt értékkel:

Wilcoxon előjeles rang próbája (signed rank test)

az egymintás t–próba megfelelője

μ0 = xref= 6.0 (standard)
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4. Példa

QS-9000, Measurement systems analysis, Reference manual, 3rd ed. 2002, p. 87)

Egy munka-etalon méretét nagyon pontos eszközzel meghatározták

(xref =6.00), majd ezt a munka-etalont 15-ször megmérték a

minősítendő mérőeszközzel.

Vizsgáljuk meg, hogy torzít-e a mérőrendszer!

00 :H  e

azaz a medián várható értéke egy meghatározott érték



0 ii xd





01di
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i

i

i

i

R

R

z
2

0

rangsoroljuk a nem-nulla különbségek 

abszolút értékeit

Próbastatisztika nagy mintára:

előjeles rangot képzünk

 
i

iRW
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Számolás elve:

kiszámítjuk referenciához képesti különbségeket

𝑅𝑖

Próbastatisztika kis mintára
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i xi refii xxd   
Ri 

ha 0 refi xx  iR  2

iR   

1 5.8 -0.2 6.5 -6.5 42.25 

2 5.7 -0.3 8.5 -8.5 72.25 

3 5.9 -0.1 3 -3 9 

4 5.9 -0.1 3 -3 9 

5 6.0 0.0    

6 6.1 0.1 3 3 9 

7 6.0 0.0    

8 6.1 0.1 3 3 9 

9 6.4 0.4 10.5 10.5 110.25 

10 6.3 0.3 8.5 8.5 72.25 

11 6.0 0.0    

12 6.1 0.1 3 3 9 

13 6.2 0.2 6.5 6.5 42.25 

14 5.6 -0.4 10.5 -10.5 110.25 

15 6.0 0.0    

 

Nagymintás eljárás











i

i

i

i

R

R

z
2

0

előjeles rangszám

𝑧0 =
3

494.5
= 0.135



Statistics > Nonparametrics >

Comparing two dependent samples (variables) > 

Wilcoxon matched pairs test
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Sheet1

1

x

2

ref

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

5,8 6

5,7 6

5,9 6

5,9 6

6 6

6,1 6

6 6

6,1 6

6,4 6

6,3 6

6 6

6,1 6

6,2 6

5,6 6

6 6

Wilcoxon Matched Pairs Test (gagebias in Workbook1)

Marked tests are significant at p <,05000

Pair of Variables

Valid

N

T Z p-value

x        & ref 11 31,50000 0,133366 0,893904

Kismintás eljárással számol

közül a kisebb

𝑊′ = 

𝑖𝜖𝑑𝑖<0

𝑅𝑖
′ = 31.5

𝑊′ = 

𝑖𝜖𝑑𝑖>0

𝑅𝑖
′ = 34.5



Párokon belüli összehasonlítás: 

Wilcoxon előjeles rang próbája (signed rank test)

a páros t–próba megfelelője

5. példa

G. E. P. Box, W. G. Hunter, J. S. Hunter: Statistics for experimenters,

J. Wiley, 1978, p. 97

Cipőtalp anyagának kopásállóságát vizsgálták.

10 fiút választottak ki véletlenszerűen, majd mindegyiküknél

kisorsolták, hogy melyik lábukon melyik cipőtalp-anyagból

készült cipőt viseljék.

Van-e különbség a cipőtalpak átlagos kopásában?
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boy material A material B B – A

difference d
Ri iR

1 13.2

(L)
14.0(R) 0.8 9 9

2 8.2(L) 8.8(R) 0.6 8 8

3 10.9(R) 11.2(L) 0.3 4 4

4 14.3(L) 14.2(R) -0.1 1 -1

5 10.7(R) 11.8(L) 1.1 10 10

6 6.6(L) 6.4(R) -0.2 2 -2

7 9.5(L) 9.8(R) 0.3 4 4

8 10.8(L) 11.3(R) 0.5 6.5 6.5

9 8.8(R) 9.3(L) 0.5 6.5 6.5

10 13.3(L) 13.6(R) 0.3 4 4

average difference 0.41

505.2
5.382

49

2
0 











i

i

i

i

R

R

z

A különbségek 

abszolút értékeinek 

rangszámai!
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előjeles rang

Nagymintás eljárás:
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Wilcoxon Matched Pairs Test (fiucipo in Workbook2)

Marked tests are significant at p <,05000

Pair of Variables

Valid

N

T Z p-value

TALPA    & TALPB 10 3,000000 2,497271 0,012516

Wilcoxon előjeles rang próba (nemparaméteres módszer)

Páros t-próba (feltételezi a különbségek normális eloszlását)

T-test for Dependent Samples (fiucipo in Workbook2)

Marked differences are significant at p < ,05000

Variable

Mean Std.Dv. N Diff. Std.Dv.

Diff.

t df p

TALPA

TALPB

10,63000 2,451326

11,04000 2,518465 10 -0,410000 0,387155 -3,34888 9 0,008539

Kismintás eljárás: 𝑊′ = 

𝑖𝜖𝑑𝑖<0

𝑅𝑖
′ = 3
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Wilcoxon előjeles rang próba 

alkalmazási feltételei

1. Legalább intervallum skálán mérhető adatok

2. Szimmetrikus eloszlás

Megjegyzés:

Ha párosított mintákra használjuk, akkor a különbségekre 

kell a fenti feltételeknek teljesülni.



Több független csoport összehasonlítása:

Kruskal-Wallis próba

az egy faktor szerinti ANOVA megfelelője,

a Wilcoxon-Mann-Whitney próba általánosítása
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6. példa

Háromféle gyógyszerrel (A, B és C) kezelt csoport vizeletében 

található bilirubin mennyiségét kell összehasonlítanunk. 

Negatív 0

Kicsi s

Mérsékelt m

Nagy l

Gyógyszer A B C

0 s 0

Bilirubin 0 0 m

mennyisége s m s

0 s m

s 0 s
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Nullhipotézis: a minták (csoportok) mögött álló sokaságok

eloszlása azonos

Számítás elve:

Az összehasonlításhoz a rangokat használja.

A rangokat az összes mintát egyesítve számolja ki.

A próbastatisztika (H) a mintánkénti rangszámösszegekből (Ri) 

számítódik.

A nullhipotézisnek tehát ellentmond, ha különbözik:

- akár az eloszlások várható értéke (mediánja),

- akár varianciája,

- vagy egyéb alakparaméterei (ferdeség, lapultság).

Kruskal-Wallis próba
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A rangA B rangB C rangC

0 3.5 s 9.5 0 3.5

0 3.5 0 3.5 m 14

s 9.5 m 14 s 9.5

0 3.5 s 9.5 m 14

s 9.5 0 3.5 s 9.5

összeg 29.5 40 50.5

2 eloszlású, r–1 szabadsági fokkal

Próbastatisztika:

𝐻 =
12

)𝑁(𝑁 + 1


𝑖=1

𝑟
𝑅𝑖
2

𝑝𝑖
− 3 𝑁 + 1 =

12

15 ∙ 16

29.52

5
+
402

5
+
50.52

5
− 3 ∙ 16 = 2,205

𝐻𝑐𝑜𝑟𝑟 =
𝐻

1 −
σ𝑖 𝑡𝑖

3 − 𝑡𝑖
𝑁3 − 𝑁

=
2.205

1 −
63 − 6 + 63 − 6 + 33 − 3

153 − 15

= 2.537

Ri

kapcsolt rangok esetén:
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Kruskal-Wallis ANOVA by Ranks; y (bilirubin)

Independent (grouping) variable: Gyógyszer

Kruskal-Wallis test: H ( 2, N= 15) =2,540741 p =,2807

Depend.:

y

Code Valid

N

Sum of

Ranks

Mean

Rank

A

B

C

104 5 29,50000 5,90000

105 5 40,00000 8,00000

106 5 50,50000 10,10000

Statistics > Nonparametrics >

Comparing multiple independent samples (groups) > 

Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test

Döntés?
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Kruskal-Wallis próba alkalmazási feltételei

1. A minták véletlen minták a megfelelő sokaságból.

2. A minták függetlenek.

3. A függő változó legalább sorrendi skálán mérhető.

4. A minták (az egyes faktorszintekhez tartozó csoportok) 

azonos alakú sokaságokból származnak.



Véletlen blokk elrendezés:

Friedman ANOVA

7. példa

G. E. P. Box, W. G. Hunter, J. S. Hunter: Statistics for experimenters,

J. Wiley, 1978, p. 209

Penicillin gyártása: 4 technológiát akarnak összehasonlítani, a

kukoricalekvár-adagok különböznek.

BIOMETRIA2_NEMPARAMÉTERES_1 45

 

 technológia  

kuk. lekvár 1 2 3 4 y j  

1 89 88 97 94 92 

2 84 77 92 79 83 

3 81 87 87 85 85 

4 87 92 89 84 88 

5 79 81 80 88 82 

yi  84 85 89 86 y  86  

 

blokk
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Nullhipotézis: a blokkon belül (itt: egy adott kukoricalekvár) a

rangszámok kiosztása véletlen, azaz a rögzített

faktornak nincs hatása

Számítás elve:

Az összehasonlításhoz a rangokat használja.

A rangokat blokkonként (itt: kukoricalekvár) osztja ki,

majd a rangokat a faktorszintenként (itt technológia) összegzi.

A próbastatisztika (képletet nem tanuljuk) a rangszámösszegekből 

számítódik.

Friedman ANOVA

Ellenhipotézis: legalább egy faktorszinten (itt: technológia)

nagyobb értékek várhatók, mint egy másik

faktorszinten
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Statistics > Nonparametrics >

Comparing multiple dependent samples (variables) > 

Summary: Friedman ANOVA

rangszámok

1

technológia_

1

2

technológia

_2

3

technológia

_3

4

technológia

_4

1. kukoricalekvár

2. kukoricalekvár

3. kukoricalekvár

4. kukoricalekvár

5. kukoricalekvár

89 88 97 94

84 77 92 79

81 87 87 85

87 92 89 84

79 81 80 88

1.2. 3.4.

2.

3.
1.

1.

szumma: 9

Friedman ANOVA and Kendall Coeff. of Concordance (PENICILL in Penicillin_Friedman)

ANOVA Chi Sqr. (N = 5, df = 3) = 3,489796 p = ,32209

Coeff. of Concordance = ,23265 Aver. rank r = ,04082

Variable

Average

Rank

Sum of

Ranks

Mean Std.Dev.

technológia_1

technológia_2

technológia_3

technológia_4

1,800000 9,00000 84,00000 4,123106

2,500000 12,50000 85,00000 5,958188

3,300000 16,50000 89,00000 6,284903

2,400000 12,00000 86,00000 5,522681
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Friedman ANOVA alkalmazási feltételei

1. A mérési eredmények blokkokon belül és blokkok között 

is függetlenek.

2. A függő változó legalább sorrendi skálán mérhető.



Előjel-próba (sign test):

egy mintára vagy párokon belüli összehasonlításra
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MEDIÁNOK VIZSGÁLATA

5. példa adatai

Cipőtalp anyagának kopásállóságát vizsgálták.

10 fiú, akik egyik lábukon „A” cipőtalp-anyagból készült cipőt,

másik lábukon pedig „B” cipőtalp-anyagból készült cipőt viseltek.

Van-e különbség a cipőtalpak átlagos kopásában?

Nullhipotézis: a különbség mediánja nulla

Máshogy fogalmazva: ugyanolyan valószínűséggel kapunk a 

különbségre pozitív ill. negatív értéket
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boy material A material B A-B előjel 

1 13.2(L) 14.0(R) -0.8 - 

2 8.2(L) 8.8(R) -0.6 - 

3 10.9(R) 11.2(L) -0.3 - 

4 14.3(L) 14.2(R) 0.1 + 

5 10.7(R) 11.8(L) -1.1 - 

6 6.6(L) 6.4(R) 0.2 + 

7 9.5(L) 9.8(R) -0.3 - 

8 10.8(L) 11.3(R) -0.5 - 

9 8.8(R) 9.3(L) -0.5 - 

10 13.3(L) 13.6(R) -0.3 - 

 

𝐻0: 𝑝+ = 0.5

𝑃 𝑘 = 2ห𝐻0 =
10

2
∙ 0.52 ∙ 0.58 = 0.0439

𝑃 𝑘 ≤ 2ห𝐻0 =
10

0
+

10

1
+

10

2
∙ 0.52 ∙ 0.58 = 0.0546

Mintában: 

+ előjel: 2 db

- előjel: 8 db

Véletlen műveként:

2 ∙ 0.0546 = 0.1092

Binomiális eloszlás:



 Melyik próba erősebb?

 Mi lehet az oka?

(Segítség: milyen információt vesz figyelembe a módszer?)
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Páros t-próba, Wilcoxon-féle előjeles rang-próba és az előjel próba

összehasonlítása a fiúcipő példára

(38. és 50. dia alapján)

próba p (kétoldali esetre) 

előjel-próba 0.1092 

Wilcoxon-próba 0.0125 

páros t-próba 0.0085 
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w
ea

r

material A

material B

boys

5

7

9

11

13

15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

próba p (kétoldali esetre) 

előjel-próba 0.1092 

Wilcoxon-próba 0.0125 

páros t-próba 0.0085 
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Előjel-próba

binomiális eloszlás közelítése normális eloszlással

(fiúcipő példán)

58.1
5.010

5.0105.02

2
0 




z

𝑧 =
𝜉 − 𝐸 𝜉

)𝑉𝑎𝑟(𝜉
𝜉ahol      normális eloszlású valószínűségi változó

Most: 𝜉 = 𝑘0 a mintában talált selejtes darabok száma

  057.094295.0158.1 F 114.0057.02 p

Sign Test (fiucipo in Fiucipo)

Marked tests are significant at p <,05000

Pair of Variables

No. of

Non-ties

Percent

v < V

Z p-value

TALPA    & TALPB 10 80,00000 1,581139 0,113846



Előjel-próba

H0: pfiú=0.5

  ppkP 







 2582082 10068.25.05.05.0

82

82
5.082
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8. példa: 

Arbuthnot (1710) – a legelső ilyen jellegű próba

(„Argument for Divine Providence”)

82 év születési adatait (London) vizsgálva azt találta, hogy mind a

82 évben több fiú született, mint lány.

Hihető-e ennek ellenére, hogy ugyanolyan valószínűséggel születik

fiú, mint lány?



Mood-féle medián-próba:

több független csoport összehasonlítása

az egy faktor szerinti ANOVA megfelelője
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6. példa adatai

Háromféle gyógyszerrel (A, B és C) kezelt csoport vizeletében 

található bilirubin mennyiségét kell összehasonlítanunk. 

Negatív 0

Kicsi s

Mérsékelt m

Nagy l

Gyógyszer A B C

0 s 0

Bilirubin 0 0 m

mennyisége s m s

0 s m

s 0 s

Nullhipotézis: a csoportok mediánjai mind megegyeznek

medián: „s”
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Számítás elve:

medián: „s”

Ha a három faktorszint között nem

lenne különbség (a faktornak nem

lenne hatása) → „számított érték”:

a 15 adatból összesen 12-szer fordul

elő a mediánnal egyenlő vagy annál

kisebb érték (azaz 0 vagy „s”),

egyenlően szétosztva 4 jut egy

csoportra

Gyógyszer A B C

0 s 0

Bilirubin 0 0 m

mennyisége s m s

0 s m

s 0 s
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Számítás elve:

 
 2

2

11







n n

n

ij ij

ijj

c

i

r 

0

nij mért (mintabeli) érték

ො𝑛𝑖𝑗 számított érték

r faktorszintek száma

c = 2  (medián alatt és felett)

)𝜈 = (𝑟 − 1) ∙ (𝑐 − 1

𝜒0
2 =

1

4
+ 0 +

1

4
+ 1 + 0 + 1 = 2.5

Példában:

𝜈 = 2 ∙ 1 = 2
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Median Test, Overall Median = 1,00000; y (bilirubin)

Independent (grouping) variable: Gyógyszer

Chi-Square = 2,500000 df = 2 p = ,2865Dependent:

y A B C Total

<= Median:  observed

expected

obs.-exp.

>  Median:  observed

expected

obs.-exp.

Total:  observed

5,00000 4,000000 3,00000 12,00000

4,00000 4,000000 4,00000

1,00000 0,000000 -1,00000

0,00000 1,000000 2,00000 3,00000

1,00000 1,000000 1,00000

-1,00000 0,000000 1,00000

5,00000 5,000000 5,00000 15,00000

Statistics > Nonparametrics >

Comparing multiple independent samples (groups) > 

Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test
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Medián próbák alkalmazási feltétele

1. A minták véletlen minták a megfelelő sokaságból.

2. A minták függetlenek.

3. A függő változó legalább sorrendi skálán mérhető.

Legenyhébb alkalmazhatósági feltételek

Leggyengébb próbák



Rang-korreláció

• x és y (kétváltozós minta, két valószínűségi változó)

• legalább intervallum-skálán mérhető adatok

• lineáris kapcsolat szorosságát méri

• értéke -1 és 1 közé esik

• ha a két változó független, r=0; de fordítva nem igaz

  

    









i i

ii

i

ii

xxyy

xxyy

r
22

Emlékeztetőül a „közönséges korreláció”:
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Pearson-féle korrelációs együttható:



         

         








 



i i

ii

i

ii

xRxRyRyR

xRxRyRyR

22


legalább sorrendi skálán mérhető adatok

Rang-korreláció

   

    










 







 









 








 




i i

ii

i

ii

N
xR

N
yR

N
xR

N
yR

22

2

1

2

1

2

1

2

1
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ii

i

ii

xxyy

xxyy

r
22

BIOMETRIA2_NEMPARAMÉTERES_1 61

Spearman-féle rang-korrelációs együttható (Pearson rangokra)



9. példa

S. Siegel: Nonparametric statistics for the behavioral sciences, 

McGraw-Hill, 1956, p. 204

A vizsgált személyek autoritárius hajlamát és a társadalmi

beilleszkedésre való törekvésük mértékét pontozták.

A kérdés az, hogy van-e a két jellemző között összefüggés.
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Rang-korreláció



Correlation between autoritarianism and social status striving

1

AUTHORIT

2

STRIVING

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

82 42

98 46

87 39

40 37

116 65

113 88

111 86

83 56

85 62

126 92

106 54

117 81
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Statistics > Nonparametrics >

Correlations (Spearman, Kendall tau…)

Spearman Rank Order Correlations (Striving in Workbook1)

MD pairwise deleted

Marked correlations are significant at p <,05000

Variable AUTHORIT STRIVING

AUTHORIT

STRIVING

1,000000 0,818182

0,818182 1,000000

Spearman Rank Order Correlations (Striving)

MD pairwise deleted

Marked correlations are significant at p <.05000

Pair of Variables

Valid

N

Spearman

R

t(N-2) p-value

AUTHORIT & STRIVING 12 0.818182 4.500000 0.001143


